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بعد إقرار الخطة الدراسية الجديدة لكلية الهندسة الميكانيكية والكهربائية في جامعة دمشق جرت 
وفق هذه الخطة تعديلات على بعض المقررات وألغيت وأضيفت مقررات جديدة» وما يخص 
قسمنا قسم العلوم الأساسية فقد ألغي مقرر رياضيات 5 لقسمي الكهرباء والميكانيك ووزعت 


مفرداته على مقررات أخرى. 


عندما كلفت بإعداد مخطوطة كتاب رياضيات 4 لكافة الاختصاصات في السنة الثانية في كليتنا 
(عدا قسم الحواسيب ) وجدت أن مفردات هذا المقرر واسعة بسبب كونها ناتجة عن مفردات 
مقرريين سابقين هما مقرر رياضيات 4 ورياضيات 5» ولهذا توخيت عند إعداد هذه المخطوطة 
عدم الإسهاب في الشرح النظري قدر الإمكان والإكثار من التطبيقات البسيطة والمعقدة والتي 
حسب اعتقادي تساعد طالب العلوم الهندسية بتفهم الأبحاث النظرية واستخدامها من أجل 
تطبيقات علمية خاصة لدراسته بفرعيهاء الميكانيكي والكهربائي وما يتفرع عنهما من فروع 


خاصة. 


يتألف كتاب رياضيات 4 من ثلاثة أبواب: في الباب الأول تم بحث قضايا التحليل العقدي» 
نظرية التوابع التحليلية» ونظرية التكاملات العقدية ونظرية الرواسب والتطبيقات المحافظة؛ء أما 
في الباب الثاني فقد خصص لنشر وتكامل فورهيه والتوابع الخاصة» كما بحث في الفصل الثاني 
منه موضوع التوابع الخاصة فدرست بعض هذه التوابع بالتفصيل والبعض الآخر بإيجازء وفي 
الفصل الثالث درسنا تحويلات لابلاس بكاملها وتحويل 2 وتطبيقات هذه التحويلاتء أما الباب 
الثالث فقد خصص لدراسة المعادلات التفاضلية الجزئية وأعين بها المعادلات الفيزيائية 
الرياضية» ودرست أنماطاً ثلادك لهذه المعادلات ثم وضحت الطرق الخاصة بحل هذه المعادلات 


أما فيما يختص بطرق الترميز والترقيم فقد اعتمدت أسلوب الثلاثية (أ. ب . ج) حيث يدل (1) 
على الباب و( ب ) على الفصل وأما ( ج ) فهي تدل على الفقرة.أما ترقيم المعادلات فإن ج 
تدل على الباب وب تدل على الفصل وأ تدل على الفقرة» وأخيراً» فقد رقمت الأشكال بالشكل ( أ 
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- ب-ج ) حيث تدل أ على الباب و ب على الفقرة التي يتبعها الشكل وج رقمه ضمن ترتيب 
أشكال الفقرة. 


أخيراًء أشكر كل من قرأ هذه المخطوطة من أساتذة (الدكتور محيي الدين بحبوح) وأساتذة 
مساعدين ( الدكتور عماد فتاش والدكتور نظير هلال) والمهندسين سامر ومعين الخضور 


والطالب مازن صوفي ٠‏ وأبدوا ملاحظاتهم التي أخذت ببعض منها واستفدت من الأخرى. 


أرجو أن أكون قد وفقت في عملي هذا وتلافيت أخطائي في المؤلفات السابقة » كما أرجو من 


الأخوة القراء موافاتي بملاحظاتهم لأستفيد منها في الطبعة القادمة وفي مؤلفاتي الآتية. 


معلولا 2008/9/14 


عازار معروف الشايب 
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البابأل.ول 


التحليل العقدي 


5أ كلاه مث عاءامدصره») 


13 كت 


النصل الأول 


الأعداد العقهديية 
15 11122ن 1١‏ )ا | 601112 


- 


تمهيد: 

واجه الإنسان مسائل الطبيعة وحاول حلها ووجد أن بعض المسائل يمكن حلها في مجموعة 
عددية ما ولا يمكن حلها في مجموعة أخرى2 ؛ ولهذا حاول دوماً التوفيق بين حل مسائل ‏ ه 
ومجموعة الحلء فكان حل المعادلات البسيطة من الدرجة الأولى وبمجهول وحيد : مثل المعادلة 
3- 5 +« ليجد أن الحل عدد طبيعيء ثم واجه معادلات أخرى من نفس النوع ولكن لا يمكن 
حلها في تلك المجموعة «مجموعة الأعداد الطبيعية» مما أدى إلى إيجاد مجموعة أخرى تمكنه 
من حل مثل هذه المعادلات » فكانت مجموعة الأعداد الصحيحة ثم العادية ثم غير العادية ثم 


الحققة. 


0 


ومن بعد ذلك واجه معادلات الدرجة الثانية التي يتطلب حلها إيجاد جذور أعداد حقيقية موجبة 
ثم سالبة » وهذا أدى به إلى مجموعة جديدة أسماها مجموعة الأعداد العقدية (المركبة) التي 


تسمح له بحل مثل هذه المعادلات. 
(1.1.1): مجموعة الأعداد العقدية (المركبة): 

:ل 77اع ]5/5 اع 17انالا! »اعا م١01‏ ) 1116 
لنعرف المجموعة © كما يلي: 


لك بن ,(نزند)! - 8 »8 0 


حيث 1 مجموعة الأعداد الحقيقية. 
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ولنعرف على © العمليات التالية: 
1 . عملية داخلية (+) الجمع: 
7 6 ين 
> 0و7 + لوو + ب) ح ( و7 و و) © ( 1 و3) 
2 . عملية خارجية الضرب على © مع حقل 8: 
:ناك (/ى) ,7# ع “ا 
)ع (نوانه!) - (نز )»ا 
3 . عملية الضرب على ©: 
60 من 
> نر + و1 دولل[ > 3,36 ) 7 ( يل وو6) © ( ل ون2) 
ووجد أن هذه العمليات تجعل من © فراغاً شعاعياً وحقلاً وفق قواعد الفراغ الشعاعي والحقل. 
ووجد أيضاً أن المجموعة © تحوي مجموعتين جزئيتين منها وهما: 
(8210 زجع عد,(0:)! - بر 
8 »(10 >[ ء بر,(بز,0)) - ي1 
ووجد أيضاً أن هناك تقابلاً 1-1 بين المجموعة 77 والمجموعة 8 بحيث يكون: 
“> (0,0 
مما سمح له أن يكتب تجاوزاً المساواة: “ا - (6,0) 


كما وج أيضا أن الفصن :ر« 2 (0,31) يخلق الصنفة: 
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)0,1( * )0,1( - )-1,0( - -1 


وسمي هةا العنصر بال#قص#ااقديلي. 


واعتماداً على ذلك نسمي :1 مجموعة الأعداد الحقيقية في 0 ,22 مجموعة الأعداد التخيلية في 


0 

ووجد أيضاً أن جِذّاء أي عنصر من :2 ب يجعله في| 82 والعكس صحيح أيأ/ 
و*ل ء (ل1 ,0) > (0,1) * (2,0) 
كلاء (0,/ز-) > (0,1) * زز ,0) 


وبسهولة نجد أن: 


(2.1.1): تمثيل الأعداد العقدية:واء زيار عاءام«امء 18 كزه 00[غ0غ+مءوع:رمء 8 
إن العدد العقدي بالتعريف هو ثنائية (/ز,غ) ولهذا يمكننا أن نمثله بأشكال مختلفة. 
1 . الث نيل النة : : 


إن كل عدد عقدي (/ز,”) - 7 يمكن تمثيله بنقطة («ز,«)2 في المستوى 0[7* الذي نصطلح 
: : 7 
غلى تسميكه بالمسقوى العقدي وجا التافة#رحيد. 


2. التمثيل الشعاعى: ظ 0 
الشكل (1-1 -1) ا ا 
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إن العدد العقدي (بز,») - 2 يمكن تمثيله بشعاع 012 حيث (ب5)04؛ وهذا التمثيل وحيد 
أيضاً. 
3 الشيل الديكارتى: 
يمكننا الاعتماد على التمثيل السابق وكتابة: 
(,0) + (0,0 <-(نزنم) - 2 
وحسب خواص عملية الجمع والضرب يمكننا كتابة: 
(7,0[) * (0,1) + (0ن2) - نز نة) ح م 
1+ ده 


بسهولة نرى: (©15126+ © 7)005 ح (/[,«) 7 حيث: 


بتقريب 27.)/ حيث / عدد صحيح. 


5 . التمثيل الأسى: _ من التمثيل المثلثاتي السابق نلاحظ بالاعتماد على دساتير النشر للتوابع 


0رزد و6 وم وكأم أن: © طنو06+1وم - 6أم 


وبالتالي: 
12 177+ © 05» 7 ح (7[ )2 
(© طذة 1+ # 5مع)7 - زم[ «) 2 


“أء, - (بر ,)2 
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(3.11): تعريف: 


بفرض 7(ة + ح ث/ عدد عقديء نسمي العدد العقدي 7( -غا - / مرافق العدد 2. 


نلاحظ أننا حصلنا على المرافق باستبدال /- ب/رفي التمثيل الديكارتي. 


أما المرافق يللفكل الأسي .فيتم بالإيتبدال 4 - 17572 نزي جيدة 2137 هر © 46د 7 . 
(4.1.1): العمليات على الأعداد العقدية: 
:15 11122ن١1!‏ لا |م0111» [١‏ آأننا 10115 0ع م0 0011761101 اناا 
ا ٠‏ بفرض |( + ا - رم عدد عقديء و ر(1 + ير« - 22 عدد عقدي آخر. 
نسمي بالتعريف: 
7ع )1 +(« 2 ) د ره + 2 داه 


المجموع الجبري للعدديين العقديين 1يا 7 ونلاحظ أنه لجمع عدديين عقدييي نجمع القفسمين 
الحقيقيين معاً ونجمع القسمين الوهميين كلآً على حدة. 
ب . إن عملية الضرب تتم كما في عملية الضرب العادي فقط باستبدال 1- ب أي: 
و0 17 د وعد ,1 + و + أن[ > ( نط + يذا) © ( ربز + ) - 2 
( رطاوخ + و7[ )1 و[ - وغ - 2 
ج . أما حاصل قسمة العدد ,7 على 72 فيتم باستخدام مفهوم المرافق وتحويل عملية القسمة إلى 
ضرب: 


10 - ).0ل + ن) لت _ 
ول - ج).( ولا + و) ‏ ونزا+ ولا 
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ا ا 0 
2ن 2 
2 82 


دح راو + رخ 
0 ا و د حا 
2 + 260 817 


إن عملية الضرب والقسمة يمكن أن تتم بشكل أسهل فيما لو استخدمنا الشكل الأسي: 
د 621 ) ىبلو ١27001‏ يكطوق. 1 - 27.72 - 27 
((واجول)» 2 +ي6جر6 )أي رام - 
22+ لس 55 
أي لضرب عددين عقديين بالشكل الأسي ما علينا سوى جمع الزاويتين وضرب الطويلتين. 
يمكن تعميم ذلك على حالة الرفع لقوة (أس): 
(واسمةخقااىٍ ا 8 7 27 
أي لضرب عددين عقديين بالشكل الأسي ما علينا سوى جمع الزاويتين وضرب الطويلتين ويمكن 


أن نعمم ذلك من أجل الرفع الى أس 7 (72 عدد صحيح). 


وفي حالة القسمة نجد: 


(1:)6+22 
> ل.ل م 2 


(1)60+27 
و2 


)0 واحو!)2+ي6-0)أى 1 - 


و 
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أي بتقسيم عددين عقديين نحصل على عدد عقدي طويلته حاصل قسمة الطويلتين وزاويته 
حاصل طرح الزاويتين. 
د . الرفع إلى أس كسري: 
ليكن المطلوب رفع العدد العقدي 
(1)0+277 


7-6 


ع 1 
إل الاس الكسري 3 
4 


11 نلا 
م «ممجماني ير 277 


ماكليبمة | للد 
11 11 0 71 1 | 


ااا 
حيث ‏ 1-0,1,2,3.............11-1 
مح يو ...... 2 ,م2 
أما م7 فهو مطابق 720 ويختلف عنه بالعمدة فقط ه2», أي أن الجذور 7,1 , سلا . ار 1 ,20 


تشكل مضلعاً بط .نظا كميضيقطر: | 21 يل وزاويتية اهركني الإتلالة لضع منه هي 


27 


1 
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ه. لغارتم العدد السالب: 


نعلم من دراسة التوابع الحقيقية أن العدد السالب ليس له لغارتم ولكن في الساحة العقدية يمكن 
إيجاد لغارتم للعدد السالب كما سنرىء ليكن 0 < 06 موجباً إن 0 > 07 - أصغر من 
الصفر. 
(:©)(1<)صا - (يمحاما 
وحسب خواص اللغارتمات. 
0 + (1 اما ع (يمحاما 
لكن 20+>أم 12 
ومنه: 
مصاع 30 تاع)ن[ ح ويمحاما 
(2!7 دع )1 + يه ما ع (يمحاما 


أي أن العدد السالب له لغارتم وهو عدد عقدي كثير التعينات. 


و .رفع عدد عقدي إلى أس عقدي: 


بفرض ,16+ ,6 - 6 عدد عقدي وليكن المطلوب حساب 27 حيث بز + - 7 انطلاقاً 


من المطابقة: 


72 - 2 مام جح 22م لج 
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[0+20) نم صلا 12+ رام - 278 
حيث: 6+2730كأمر د 27 
[1)0+220+:هذا(2 61+16)ى - 
(17يل/+0+20) ,)20001 +0) يم- سا رظاى ب 
[0 صذر 1 + 5مع]” - 
2200 +0) وق نهل رج ب مر 
طا و6 + لم2 + 7,0 - نو 
أي أن 77 عدد عقدي متعدد القيم نحصل على القيمة الرئيسية بوضع 6-0. 
(5.1.1): خواص طويلات الأعداد العقدية: 
لقد وجدنا من تعاريفنا السابقة أن طويلة عدد عقدي 2 هي بالتعريف: 
+ دل - (2) 102 + (62)2هلء حا 
وأن (56)2 <|2| ,(2)سة < | 
نلاحظ من التعريف السابق وتعريف المرافق أن: 


ات 6 


22 
كذلك نلاحظ بسهولة صح لم اأيليل؛ 


)1/ 
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وعندما تكون الأعداد متساوية نجد ' 2|- 


م2 2+ لاد ان مس2 


حسب قاعدة أضلاع مثلث: 


(6.1.1): المتحول العقدي (وء/0110/ عاعام601): 


بفرض (1 مجموعة من الأعداد العقدية» فإذا كان مم - بخ + هر - 7 عنصراً منها فإننا 


نسمي 7 متحولاً عقدياً في (1. 


إن * ,7ل ,7,6 أعداد حقيقية (متحولات حقيقية) مبك#إن 7 يُمَنََ هندسياً بنقطة في المستوى 
/ناه؛ لهذا تكون (1 مجموعة نقطية » وكل ما نعرفه عن المجموعات النقطية في المستوى 
الحقيقي يمكن تعميمها على المجموعات النقطية في 7»: ومثال ذلك الجوار والنطاق والمنطقة. 


إن مجموعة النقاط 2 المحققة لمساواة تمثل في المستوى العقدي منحرناًء أما المتراجحة فتمثل 
نطاولٌ في المستوي» وعندما يشمل التراجح المساواة عندها نحصل على المنطقة في المستوي 2.. 


مقلاً 2-2 تمثل معادلة دائرة ك1تتزودووت:: 
بينما 2 > |2| تمثل قرصاً دائريا 4 > 2رز+ 2ير 


و2 >2 تمثل قرصاً دائروا مع المحيط 4 > “برب تعر 


تمارين محلولة (1 -1 - 7 ) (ودمعءاطمءمم وعلااه5) 
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مثال 1: 


بسط التركيب العقدي التالي: 


06000 
2# 
واكتب الناتجابالشكل الجبري والمثلثاتي: 
الحل: 
0 2 ييف 7 
4 +4 
ة_رو,حخد_ 
8 
رن ر- 
1 1 
تع 27 2 
رذ + يود يك يك زر 
-_- 0 
2 
2 ا 
كل 2 تعر 22 - , 
4ه 4 
0008 لحتدم 
2 
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5 
027 - 
١ 8 
2 - 7)©05 6 +15126©( 
:2 مثال‎ 


احسب الجذوز من المرتبة الرابعة للعدد 1: 


الحل: 
تام د ] - 27 
2 1 
16 0 
8 0-2 4 24.26 
2720-1 
خن ا 
احرد جا ا 0 
74 
: 10 
1 --0غام - اكع - ,27 
7 32 
0 65 
ل -*(2ع)-2:2 6و2 
ثلا حظ أن: 
23-0 + وعد 2+ و2 
مثال 3: 


عين الجزء الحقيقي والجزء التخيلي للعدد العقدي: 
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(+3)ها- 2 


لنكتب العدد : +3 - 2 بالشكل الأسي. 


07 18.32- 
ل -27 
(3601 1)18.32+ 2م[ - 27 
مثال 4: 
احسب الأجزاء الحقيقية والعقدية للتراكيب التالية: 
(:+3/م)صاح رد , (5)صا- ,2 


02-2 - رهق 1 9 -20 


ذ5ها+ (1 )صا ع (1()5)مصا -< ره 
١#5120)أم)ن[‏ + 5 م[ - 


وا27 +ع) دعر ( 0.6989 -2 ىر (م2 + ج): + 0.6989 - 


(3+1/م)صا - و2 


- 270- 


لنكتب العبارة : + 3/. بالشكل الأسي: 


ممع 2م 


-. 


227 + 2 حبر 1 حار 2+2 لوقه - 


0( و2 
و2 )ا 
أهاام ع )0 

جز 


0 2 م حل 


]ا 
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لنكتب العبارة 27 -2 بالشكل الأسي. 


3 
12+ 2 2/26 ها - ,2 


21 + . + ف - 
4 2 


مثال 5: 
بفرض إحدائيات رؤوس المثلث ر)8/ هي: 
(6-,6)1© ,(2-,8)4 , (24)1,2 
برهن أن هذا المثلث متساوي الساقين واحسب أطوال أضلاعه معتمداً على مفهوم العدد العقدي. 
الحل: 
نلاحظ أن النقاط 4 ,8 ,) تمثل الأعداد العقدية التالية: 
[4-2- و2 82 [1+2- ,4-2 
[1-6- و2 02 
وبالتالي يمكن معرفة أطوال أضلاع المثلث السابق كما يلي: 


|42)+ 3 - |(2 +1)2+ 4 -1) - إرض- | 
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_ ,/3+|6 - 5 

(4-1+1)2+6) - إو2- تا 
8- |(8):| - 

(2+6-)1+ (4-1)) - |و2- وا 


- /9+16 -5 


المثلث متساوي الساقين. 
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مثال 6: 


بفرض 7 عدد عقدي حيث /ؤ+ #ح ثم أو “7 - 2 معلوم ٠»‏ عين بالرسم 


الأعداد التالية: 


4 


الشكل (1 -1 -2 ) 


الشكل (1 -1 -3 ) 1 


الشكل (1 -1 -4 ) 


31-2 


مثال 7: 


عين في المستوي العقدي 2 المجموعات النقطية التالية: 


أ.2>|2+1:2>4 ب 0 - الي أيه 
ٍ_-7 
ع يذل 2 .بطع ممم 
2+1 5 عور 
ه. 1+2-1+ 2| > 5 ا سري' 


أ. سوف نحل هذه المسألة هندسياً أولاً ثم جبرياً : المجموعة |21 + 2| > 2تمثل خارج 
ومع محيط الدائرة مركزها (2- , 0) ونصف قطرها 2» والمجموعة 4 > 21 + | تمثل 
داخل الدائرة وبالتالي المجموعة المطلوبة هي خارج الدائرة الأولى وداخل الثانية مع 
أخذ المحيطين. 


الشكل (1 -1 -5 ) 


2-32 - 


ب . عين المجموعة هده لأجل ذلك نبسط عبارة 1+ 2 


2-1 2-1 


[بذ- 1اح-ع][مة+1+<]_ مز+1+» _ 1+ م 
تبر *(1-ع) بذْ+1-ع 2-1 


[(1+ )بر - 1ر1 + كبر 1 قير _ 
“1ع 


حسب الشرط يجب أن يكون ابيط رما أي: 
0 - (1 + »)مر - (1-*)1 0 -1- >2 بر بتع 
ودس 1-0 >7بربتيعر 


والنقاط هي نقاط الدائرة ومحور السينات» أي: 1+ -« وبشكل عام 0 -بر يحقق أيضاً 


روطتي ةا 
“بورج 2+1(5) 


“#بر4 +4 +عرق + “برك - “بر +1+ع2 - 7 
10+30 2ب3 + برق 
10+ +(ترم 2 


25.2 1 
0 -1+ ارس ديو د 7 
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وع +2 + 


1 +2 سير 


2 2 
9 بر + (2 +*«) 


4 
“برج *(2-) 


#بر4 + 16+ :16- 2ير4 < 2بر +4 + ير4 + تير 
20+12>0 -(2بر + )3 
0 خر+ ثم 


و للا ال 120 تر 
9 9 3 


داخل دائرة ظركزها يك امن طرة ّ 


ه. 5 <1- 2|+1+ 2 
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مجموعة النقاط التي مجموع بعديها عن (1-»1) أكبر أو يساوي 5 فهي خارج قطع ناقص 


5 5 
محرقاه (1» 1-) ونصف محوره الكبير 2 


2 +112 -1-1 

1-[ 2+ 5 ” 22 +م)| 
1- 2ير4- 15+ 7بربتع) 

26-1وم 7 مره - 15+ 62م 

0 -20وم #بب4ه - >م2 ب ثم 

0 -(550م2-4+تم) ةم 

0 أ 2 2ومع4 - ثم 
0526-13 +201 - (1- 0 “وم 2)2 - “مر 


0 د ثم 


- 35 


تمارين إضافية ( 1- 1 -8 ) 5صماءاطمءه لإمدغخمعممءاممنك: 


1 . اكتب الأعداد التالية بالشكل بة+ 
أ. (ز4 - 2:()5 + 2-)(2-1) 
ب . نك -3 + (5 - 3107 +1-) 
ج.6-21 - 5-ئز3 

2, - 2 - 3: للكوقاره ؤاة - رو‎ ١0 


أوجد 71 وفق التمثيل المثلثي. 


2 


3 . برهن واعتماداً على الأعداد العقدية أن أقطار متوازي الأضلاع متناصفة. 


4. أوجد اعتماداً على الأعداد العقدية معادلة المستقيم الواصل بين نقطتين 
)ك4 ,( ج72 رو)8 ٠‏ 


5 . أوجد معادلة الدائرة ذات المركز (1» 2-) ونصف قطرها 4. 


6. أوجد معادلة القطع الناقص ذي نصف المحور الكبير المساوي لل5 والصغير المساوي ل4ا 
ومحوره ينطبق على محور السينات. 


7 مثل العدد العقدي 2.07/31 +24 - 7 بالشكل القطبي ثم.الأسي. 


8 . رجلّ تحزك' 1277 باتجاه الشمآل التنزقئ"ثم' تخَرْك باتجاه 305 غرَتٍ الشمال ثم 18/0 


باتجاه جنوب الغرب. 


أوجد بطريقة تعتمد على الأعداد العقدية الاتجاه والبعد الذي أصبح فيه عن نقطة الانطلاق. 
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9. برهن على صحة العلاقة التالية اعتماداً على تمثيل أولو للتوابع المثلثية.. 
ومنو ل - ووزو 3 - وتررزع 
4 4 
0 . أوجد ناتج ما يلي: 
1 
1+3-)-2 
1 . أوجد الجذر التربيعي لكل من الأعداد التالية: 


37 +5 ى, 9 ب 15+81- 


2 . أوجد جذور المعادلة: 


2725-1 
3 . برهن أن مجموع جذور المعادلة: 
الح 7 
(0 طبيعي) يساوي الصفر. 
14 . بره على "كايية مايفلل : 
1- "واه 0 6 ع + ادومى + كك وى 
7 1 1 
د نا-1 ري ا انا اد 
7 7 17 


5 إذا كان جداء عدديين عقديين هو عدد حقيقي غير الصفر برهن أن هناك عدداً حقيقياً م 
بحيث: 272 - ,72 حيث ,7,,7 هما العددان العقديان. 


37ت 


الفصل الثاني 
التوابع العقدية 


(دمهأةءصباط عاع امه )) 


لقد وجدنا أن المجموعة 0) مجموعة الأعداد العقدية هي مجموعة ثنائيات (/ز,«)» ووجدنا أن 


الأعداد العقدية يمكن تمثيلها بأكثر من شكلء وأن هذه الأعداد تشكل مجموعات نقطية. 
بفرض (1 نطاق وبفرض: 
“أممر - بز بير - 2 
متحول: في (10: 
(1 -1.2)تعريف: 
لنقابل كل عنصر 2 من بعنصر /الا من “0 من مستوي /ا0لا كما يلي: 


7+ نا - (2)] سرج كأمر د رز بير - 2 
220 جمااوى - 


عم 
نلاحظ أن هذه العلاقة تعرف تابعاً متعدد القيم نسمي هذه العلاقة بتابع عقدي متعدد القيم؛ كما 


صبمى التعين الذي يقابل قيمة معينة (عادة تؤخذ 10) ل/ بتعين رئيسي. 


إذا لم نشر للعدد |/ عندها نقصد التعين الرئيسي. 
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التابع العكسي (5 110لا ©5اء/١/):‏ 


إذا اقتصرنا على التعين الرئيسي للتابع (2)م - 17 عندها يمكننا تعريف التابع العكسي ونرمز 


له ب(" م - 5 /اد م . 
(2.2.1): نهاية تابع عقدي ([8100© (إدا[ اءام71امء كزه زد ذا ©7]: 
بفرض ١‏ نطاق من المستوي /إز0 » وليكن (2)/ - 17 تابعاً عقديّ من 0 إلى 0 في 
المستوي 11017 ولتكن 20 نقطة من المستوي :[0< . 
إذا تحقق الشرط التالي: 
:0< (عج)5م 3 جح 0<جم" 
د (2) / ادع >2 - 12 ؟٠‏ 
حيث 7 قيمة ماء 
نقول إن التابع (2)/ ينتهي إلى 1 عندما / تنتهي إلى 720 ونكتب: 


اح (2) 11711[ 


مجع 
(3.2.1): استمرار تابع [81011© 7سا 0 /ز آنا لأ ]1امء ©18): 

ملاحظة: كل تابع مستمر في نقطة له نهاية» ولكن إذا كانت له نهاية فليس بالضرورة أن يكون 
مستمراً (بل قد لا يكون معرفاً في تلك النقطة). 

إذا كانت ع2 وكانت 


(20)] - (2)] رررزا[ 


مجع 
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عندها نقول إن (2)م/ مستمر عند م2 ونكتب: 


[11111 )2(- ])2,( 


(4.2-1): اشتقاق تابع عقدي: 
إذا كان للنسبة التالية: 


(2)] -(هد + 2) | 
7 


نهاية عندما 2/ تسعى إلى الصفر فإننا نسمي هذه النهاية مشتق التابع (2)/ عند النقطة 


7 ونرمز لذلك ب 


| )2 + 22(- ])2( 
11 


02 72 لايع 


0| )2( - 17 2 


يمكن تعريف المشتقات من مرتبة أعلى وفق نفس الطريقة » وسوف نرى مستقبلاً أن التابع 
العقدي يتحلى بالصفة التالية: 


إذا وجد ل(2) بي شتاو قات وكل_المشككقات“القالية تكون موجودةه 


(هذه الصفة غير موجودة في التوابع الحقيقية). 


41ت 


يمكن أن يكون التابع (2)م/ مستمراً في نقطة ,7 دون أن يكون له مشتق فيها مثل التابع 


|2 - (2)] » بينما إذا كان (2)م يقبل الاشتقاق في ,7 فهو مستمر فيها. 
(1 . 2 .5): التابع التحليلي (410/5©(اناءا عأ غآب/|40): 


نقول عن (2)/ إنه تحليلي في نقطة 7 إذا كان له مشتق في جوار ل2 (أي في كل نقطة 
من ذلك الجوار)» ويكون تحليلياً على نطاق (1 إذا كان يقبل الاشتقاق في كل نقطة منه. 


(2.1 .6): نظرية كوشي ريمن في التوابع التحليلية: 
بفرض (2)م/ ج+ 7 تابعاً معرفاً على نطاق (1 ويأخذ قيمة نطاق '(1 وبفرض: 


([ )17 + رز ,)لا - (2) ] - الآ 


(0+20)أوم - 
(1. ”7 :1 مبرهنة: 


الشرط اللازم والكافي ليكون (2) / . تحليلياً على 17 هو (في الإحداثيات الديكارتية): 


07 ل 07 ا 
يرم برت " 67 6 


أو في الإحداثيات القطبية: 


كفاية الشرط: 


حتى يكون (/[,<)/ة + (/[ ,)1 - (2)م - 17 تحليلياً على 1 يكفي وجود المشتقات 


الجزئية التالية وتحقيق معادلتي كوشي ريمن. 
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البرهان: 


داك 0 مستمران فرضاً عندها يمكن كتابة: 
24 


(7 2 ) نا - زمزل + تر على + <) () - لال 


ار ) لاح زمزق + ب ,نا) 10 + [(مرك + نز ,)نا - رمزةى + بزلل + )ل - نال 


لا00 ه60 
ح تررم ١‏ د عجر ١‏ - 
3 3 ع 35 2 


7 0 لدبب 3 
تل 0 


0 جد على 


حيث 0ج ع و 0ج ,7,7 عندما 
0 ج ترد 


وبشكل مشابه يمكن استنتاج: 


تل ان دعم يه نل نيه 
41 0# 


0:0 007 
قرم+ رارع + بزل د عزل ح 
و11 2 2 6 


حييية 0خ رع رو اوضي ,, عندما "الاونيةا 
0ج ترد 


لدينا: 


حلا + برك - رج) إلى د برل 
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00 ز 1 1 21 12121 1 اا فنا لنت +عه| 12+ | - 
بت مر 44 6دق 


حيث ,ع1 + رع م و ,17+ ,,, - م, عندما 0 ج غنة و 0ج ترد 


وحسب علاقات كوشي ريمن المحققة نجد أنه يمكن كتابة العلاقة (1) كما يلي: 


لاز + نعطت + بيه + د ]دعو كن لك | سه 
302 


يدر عدم + (ريدز + عة) | لكر |بية 
44 كه 


نقسم الطرفين على بز + :ىل - 387 فنجد عندما 0 ج 2ل ما يلي: 
| - ع 
برذ دعحذث (ع6ة «10١ا‏ ميل 2ل 


037 لا 67 
[+-- 
برةه  60«*‏ 062 


أي أن المشتق موجود والتابع تحليلي. 


ملاحكلة: ل روزي[ لأن البسط متناه بالصغ, من مرتبة ثانية بالنسبة للمقام. 


0جعدى 
لزوم الشرط: 
لنفرض أن (2)م- تحليلي أي له مشتق» وبالتالي فإن النهاية التالية موجودة دون النظر إلى 


الطريق الذي تسعى فيه 42 إلى الصفر أي: 


وعوية ‏ 21321-13ا ريو ررم 


02 مجعه 
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(مزك ل مر رعسل + عد )رز + زمرك + بز رعنةى + )0 


لنختر 32ل - 27/ عندها: 


(17 2 ) 17 - زم رقش ج+ع<) 17 


44 


برك + حل 


+ 1) 


ركز + حل 


0 -(2) / 
مجبرد 


(1 )ناا . 

1101 
0جعدم 
مجترد 


(1 ,)لا - زم[ كلظ +عا) نآ وم[ 7 دم[ 


كذلك الأمر يمكن أن يكون 147 - 2 عندها وبسبب وجود المشتق يمكن كتابة: 


رم ,)7 - (مرة + نزند) 7 . ل. 
00 


بالمطابقة نجد: 


ترك 1 


17+ 
1 وله (0جبدىل 
(ائةامط 0  ...‏ (لانن)سهة 2.22 
53007 - 
0 111 11 
)2( 0 ع ل حا 1/7 
م «ل0 
(زة) لا- زرط + رز نة) تار د 
7[ 
0 2 11 
)03 ل +4 3 حرا[ 
إلى 24 


45ت 


وهو المطلوب. 
يمكن البرهان في الحالة القطبية كما يلي: 


الطلت: لاه 1_ _ 66 07 1 _ اث 


5 


0 م .ثم ' 75066 برج 
(0© ,)م1 + (2,6) 1 - (2) ] 
لدينا: 
5060 ح برل , 7056 عر 
2 ]ديدم ررب تال دم 
4 

لهذا يكون لدينا: 
ررك لك 2 لال _ 00 نال 47 ناك _ نال 
تر+ تبرل | 08 | 2بر+ تبرل )07 يكل 06 <ك 07 «ك 
00 ببح ولقة ب 1ك بالك 
4 7 07 08# 
0 الى 0 | لال 07 نا _ نال 
تررس تبرل | 06 22 7لا 7ل 00 7ك 07 ترك 
2( 16 وزو نك _ 

01 00 
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0 


مزه "2 1_ ووم *4 _ 06 0117 | 0 لك لك 
4 8 


- ) - )03( 
7ل 2ل 06 82ل 07 82ل 


ميمح "4 1 ومن "4 _ 46 48 07 40 _ 01 
09 07 7ل 06 7ك 07 7ك 


وحسب كوشي ريمان يلزم أن يكون: 


نجد من (1) و (4) 
ف كات 
رةه 6# 
(5) 0 من 2 1 لق |-م ميم 
10 0298 2 3# 
ذلك ليسي" الكل لزن _ - لا رذق (2/«وه 9 جد 
060 )6 
03 0 6 6 21 ده ١:‏ ميم 
00 م م6 00 م م6 
نضرب )5 ب 056) و(6) ب51716 ونجمع فنجد: 
يمه 
0 م م6 


نضرب (5) ب 51:10 و )6( ب 0560 ونجمع فنجد: 


47ت 


لاك 1 _ 67 


م م6 
وهو المطلوب. 
(1 .2 .8): التابع التحليلي ومعادلة لابلاس: 
نان عع06أم ها 0110 (اولع ناناءا ع أ نأبزأ ودام 


بفرض 77 + ب - (2)/ ح 1017 تحليلياً عندها: 


0 0 رةه 6# 
ومنه: 
2 - 6 6 5 6 
660 رج ” #رمبرة تيرم 
بالجمع نجد: 
2 65 6251 
0 > زم )ل 17 1 
نو #برم 2 تيرم 
وبنفس الطريقة نجد: 
2 2 
0ح زمر 7 وم 2 
0ر0 


نسمي كلا من 7 و لا بجزءين توافقيين. 


- 48 - 


(1 .2 .9): التابع التحليلي والنقاط العادية والشاذة: 

:201111 /[01 01011 0110 15 أ 20 51١90101‏ أ0110 011ل (اناعا ع أ ]بزأ هدم 
سوف نعتمد أن التابع التحليلي على نطاق هو تابع خالٍ من نقاط شاذة» وسوف نظلل ذلك 
النطاق كما في الشكل؛ وفي حال وجود نقاط شاذة سوف نضعها ضمن دائرة واشارة “ أي 
بالشكل ©. 
النقاط التي لا يكون فيها التابع تحليلياً تسمى نقاطاً شاذة» سوف نأتي على ذكرها لاحقاً مع 
أنواعهاء واذا كانت النقطة غير شاذة تدعى نقطة عادية (إذا أمكن إيجاد جوار لها لا يحوي 


نقاطاً شاذة). 


الشكل (1 +2 -1 ) تابع تحليلي على 0 


4 هد 
5 


تابع تحليلي على فيما عدا النقطتين © , 6 
الشكل (1 -2 -2 ) 
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(1 .2 .10): تصنيف النقاط الشاذة: 


:15 أ20 010101 16خ ته هلاه أ[أود5 ها 


1 . النقاط الشاذة المنعزلة وغير المنعزلة: 


نسمي النقطة 0 - 2 نقطة شاذة منعزلة بالنسبة للتابع (2)2/ -77 في نطاق 0 إذا وجد 
جوار لها داخل 0 بحيث أنه لا يحوي أي نقطة شاذة غيرهاء واذا لم نتمكن من ذلك دعيت نقطة 
شاذة غير منعزلة. 

هناك نقاط شاذة يمكن إزالت شذوذها تدعى نقطة شاذة منعزلة القابلة للحذف؛. وهي تلك النقطة 


التي لا يكون فيها التابع (2) / معرفاً ولكن له نهاية عندها: 


مثال على ذلك: 


2 
22-1 
-(2)/ 
2+1 
1- - 2 شاذة يمكن إزالتها لأن: 
ك(1 + )للك 2) !0 1 
صر ال-3 ابرايا 


مكل يتصنيف النقّاظرالشاذة كماييلي)؛ 


2 . النقطة الشاذة القطب المضاعف 


نقول عن النقطة 70 إنها قطب مضاعف من الرتبة (أو الدرجة) 7 إذا تحقق ما يلي: 


1111102-2(" ])2( 0 


0ج 
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(20)] غير معرف. 

وهي نهاية موجودة. 

3 . النقطة الشاذة الأساسية: 
(20)/ غير معين كذلك. 


"20 -2) (2) 11111ناآ 


غير معينة وذلك مهما تكن 7/ (طبيعي). 
4 . نقطة التفرع: 


بفرض ,2 نقطة والتابع (2)م/ - 107 يتحلى بالصفة التالية: إذا رسمنا أي منحنٍ مغلق يحيط 
ب,7 وتجولنا حول ,7 دورة كاملة تغيرت قيمة التابع» أي تفرعت قيمة. سوف نرى أمثلة على 
ذلك في التوابع اللغاريتمية والجذرية. (مع ملاحظة أن المنحني المغلق لا يحوي نقاطاً شاذة غير 
20 


(11-2-1): التوابع الأساسية العقدية: 
:2110105 (اناكر لاء أم 0177 00176701 اناا 


نسمي التوابع التالية بالتوابع الأساسية وهي تشمل كل التوابع الناتجة عنها بعمليات جبرية 


محدودة: 
1[ . تابع كثيرة الحدود (الحدودية) من الدرجة 71 . 


إن الشكل العام للحدودية من الدرجة 7 بالمتحول 2 هو: 
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“ره رح - "تيه +........ + “قيه+ قره + ره - (2)م - لز 
حيث 0 0 ثوابت عقدية من 0) 
يمكن التعويض ب 78/4 7 فنجد: 
5 1 
و الس 10/2 
0ح] 


(60غ1 ساك 1+ 0غ1ومن) “ره رح - 
1 

- 8/1, 17 
1 

060 205 "0 - ,تآ 


0 اد مره - ,17 


نلاحظ أن ,7] و 17 يحققان شروط كوشي ريمن في الإحداثيات القطبية أي: 


2 00 
وه اسه 
مم م بعرم 


والتابع تحليلي دوماً. 
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2 . التابع الجبري الكسري البسيط: 


بفرض 0-7 - /وحيث (9)2 و (8)2 حدوديتان ب 2 ليس بينهما عوامل 
7 


مشتركة» ودرجة البسط أقل من درجة المقام بدرجة على الأقل. 

إن هذا التابع تحليلي في كل المستوي فيما عدا النقاط التي دتعدم المقام (27)/ (فهي نقاط شاذة 
لهذا التابع). 

3. التابع الجذري البسيط والعام: 


1 
بفرض ”25 -(2)م - /اقنسمي هذا التابع بالتابع الجذري البسيط ونفرض أنه يمثل الفرع 


الأساسيء فإذا كان “ام - 2 فيكون: 


1 1 .0 


20-7 
أما إذا كان: 
0+22)اور 7 


فإن: 


اليد -(2)/ ح اا 


إن هذا الفرع يبقى وحيد التعين طالما كانت زاويته © تحقق: 27 > 0 > 0 ٠‏ وهذا يعني 
هندسياً أن هناك حاجزاً لا يسمح لنصف القطر الشعاعي الذي يمثل 7 بالدوران حول 0 دوره 


كاملة أي أن هناك حاجزاً يمنع ذلك, وكأن هذا الحاجز هو المحور 0 كما في الشكل» نسمي 


التفرع وهي تنتج عن وضع 0 - / . 
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الشكل (1 -2 -3 ) 
والفرع الرئيسي كما أشرنا هو: 


1 7م 1 


2 151 0 - م حي 
1 1 


وهو كما نلاحظ يحقق شروط كوشي ريمن القطبية: 


وهذه التوابع موجودة وبالتالي التابع تحلبا 3 لأنها تحقق: 


لا6 
1 
0 


05 ره 
5 م0 

1 
5 .6 نايك 
0 
لات 67 1 _ لت 
24 82 ياف 


فالتابع الجذري البسيط تابع تحليلي على المستوي بعد حذف “0 الموجب (مع 0). 


3 1 
أما التابع الجدري العام "[(2)و] - (2)/ - /1 


5” 


فتنتج مستقيمات التفرع من وضع 0 - (9)2 وبالتالي يكون تحليليل على كل المستوي فيما عدا 


مستقيمات التفر- ع مثل: 


لدينا في هن التابع النقطتا هوا يات الكاففتان وتفرخ ةو 5507 >##انقطتا تفرع. 


4 . التابع اللغارتمي البسيط والعام: بفرض 50م - ب نعرف التابع اللغارتمي البسيط 


كما يلي: 


نلاحظ أن هذا التابع متعدد القيم وفرعه الرئيسي: 


1)0+22( 


6 5[ ح 7 م[ ع /اآ 


27 + 1)6 + 7 م1 ع /اا 


16 - 7 صا ع /اا 


ولهذا يلزم أن تكون 27 > 6 > 0 » أي هناك أيضاً بنفس طريقة المناقشة في الفقرة السابقة 


الفرع الرئيسي يحقق شروط كوشي ريمن: 


كك - 


يدم دك نه 
6 عم ع0 
الكفن كفت 
620 6 


أما التابع اللغارتمي العام فله الشكل: 
(2)و صاح (2)] - م[ 


وهو تحليلي في المستوي أينما كان (9)2 تحليلياً وبعد حذف مستقيمات التفرع الناتجة عن 


وضع 0 -(2)و » واذا كان (0)2 كسراً عندها: 


1 02) 
92-6 


أي : 
(2)ي/ ها (2) م ها - (2)وهاح ثرا 


عفدا تنتج ات التفرع من وضع وت -(2) 0] : 


5 . التابع الأسي والتابع الأسي العام: 
يعرف التابع الأسي البسيط كما يلي: 
ننواية تويك () فيد 1 
(1510 + برومن) *م - لأم "م - 
5111 “16 + برومر) *م - 


وَضتوخاً هذا التابع دوري دوره ص27 وهو أيضاً تحليلي دوماً. 


أما التابع الأسي العام فهو 92ج - /1 فهو تحليلي أينما كان (9)2 تحليلياً. 
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6 . التوابع الدائرية والتوابع القطعية: 


تعرف هذه التوابع بوساطة التوابع الأسية أي: 


27> اكد -وهونزى 
21 
7 7 دبي د 057 
2 
70 53117 
-(21+1) ع 2 ,0 + 52م - 102 
2 2257 


يمكن تعريف مقلوب التوابع السابقة أي (005)2© ٠‏ (562)2 و (00)2. أما التوابع القطعية 


تصرفها كناب 1 
8 2 وزن 
087 ين 
2 
1-ع 22م اك _ باعي 


كما يمكن تعريف المقلوب لكل من هذه التوابع أي: 
010002 , 56/17 , 0517 


وتنطبق على هذه التوابع جميعها (السابقة) كل العلاقات المعروفة عليها في الساحة الحقيقية. » 
كما أنه بسهولة نجد العلاقات التالية: 


727 - 511117 237 ح 20517 


7 - 51117 2727 -ح 17لار) 
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7. التوابع الدائرية العكسية والقطعية العكسية: 
يمكن تعريفها أيضاً اعتماداً على التوابع اللغارتمية ونحصل لكل منها على مستقيمي تفرع وهي: 


1 
2+1 7 -1)+ ال - ملاعم - مأ وزو - رلا 
/ 


1 
1+ ع 2 0 0+ ل - تومن)عم - عأ وم - /ال[ 
1 


7 3 6 اك - 2و0 - ها وح 1/7[ 
17 207 


1 
2 أله موه اد كويد ملع - لا 


لله 
1+ عع ج أ 63ج إماد معييم بترم با 


27-1 112 مر - ضيه - ها ب- نلا 


15-2 
8 . التابع الكسري ذو البسط والمقام التحليلين: 


هو تابع تحليلي في المستوى 7 باستثناء النقاط التي تعدم المقام» أما إذا انعدم البسط والمقام 
فإننا نطبق أوبيتال للتأكد من بقاء الشذوذ. 
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تمارين محلولة ( 1 - 2- 12 ) 11-0161115 5011760 


مثال (1): 
أو جد التابع المشتق للتوابع التالية: 


32-1 
1ش - م1 
2-2+1ج ١‏ 


2- (22-32+1)صاح وكتاآ 
1 
3 )»ا 
2+1 


_ 0052 4 


2 
7 


ميا 


32-1 
22-272+1 


دمن 1 _ 4 لك 1 


27 
١ 2 2 

1-3 4 حال -1 
2 
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(22-1()32-1)-2+1- 3025 22 
2 2 اا 
(22-2+31) 


2 


22-2+1(7) 
(2) (22-32+1)ساح ركلا 
التابع لغارتمي نقاطه الشاذة هي نقاط تفرع تتعين من: 
2 
1-0 32 - ارج 
كل +ة _ 4-و1+ة _ / 
١ 7 2‏ 
كلدحة رج 
2 
2-3 
سم 1/7 
22-3241 5 


1 


(3) قن )- رن 


2+1 


والتابع المشتق هو: 
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تابع كسري جبري ب بسيط فيه 0 - 2 نقطة شاذة. 


(5) 32لتم - يكاز 


النقاط الشاذة (تفرع) هي: 


61ت 


3 


1 1 0 
4)2+-*12+1 


3 
4 (2 +2 5 
فطلويو 
14-+2) 
01112 رو و2 ل 
5 حر ناا 
2 
727 - 2517177 لد الى 
5 حر /اآ 
2 
و ١‏ 
202001-27 
3 - -1/3,7--2 
عق 
1 1[ . 
1+2 دف 
1-2 


مثال 2: 


301-32( + 2)1+32( 


2 
(1-32) يرن 
1+2 2 
1-2 
60 1_ 
(0+32(0-32) 2 5 
65 1 
حي :1/7 
2و 2 5 


برهن أن 37+ /1 > 07712 تحليلي دوماً واستنتج من ذلك أن كلا من لا,/1 توافقيان: 


151151171 + ترومر)غ ان ع قاكت دك + بز ارات ع زم + 2)ط0 ح 12ار) 


التابع تحليلي لتحقق شروط كوشي ريمن. 


إن 


أي كلا من لا,لا توافقيان. 


517 #«اى ح 17 


:62ت 


(05ر) دا - زا 


ح ([05ر)5/1 ح- عت 
3 0 


اث ح ع«دار) 51711 ح- 6 
0 )60 


مثال 3: 


بفرض 0 + , برهن أن التابعين الحقيقيين: 


10 - / دمر 
7 


هما الجزءان الحقيقي والوهمي للتابع العقدي التحليلي دوماً. 


ثم أوجد (2)/ 


نلاحظ أن؟ 


وبالتالي فهما يحققان شروط كوشي ريمن ولهذا يكون التابع: 
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2-1-1 

6 1 
2-1-6 
60 7 

جع 2 

6 12 


رذ+ن - (كأمم)] 


لتعين (2)/ يكفي استبدال © ب0 و ”7 ب2 فنجد: 


0ع _- 1 + 0 + م( -(2)/ 
, ,1 


2 م 
0 ح- 
+2 -(2)] 
مثال (4): 
برهن أن التوابع التالية ليست تحليلية: 
أ) نرمةك - بروو) - ,ناآ 
ب) ‏ “بق - ير ح رثآ 
(أ) نلاحظ بروم) ح نا ةي د ب 
يفو - لك ”سين التابع ليس تحليليلٌ 
41 01 
(ب) نلاحظ 2ب ح نا 1-0 
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مثال 5: 


أوجد جذور المعادلات التالية: 


5 


2-27 م6 2م 
٠ 2‏ 27 
0 -5+1م27--م 


8 - (227-40(0-) م 


جم #اطقغلة ‏ 8 


(2/ +)سا+ نما ع 
| 2+ أ+ (2/مج0ما- 
م تاقح م 


62 -10-/2( 


مقع | 1+ (2/ ماده 


[5-2م2-6م 
2-1-0م:22-2م 


0 -(1-)(4)0 - 25-) لم 


مثال 6: 
أوجد التابع التحليلي دوماً (2)/ والمحقق للشرطين التاليين: 


2ررة - بر4 - 35 - [ 2" / ]مجم 


/)1+1(-0 


- 66 - 


24 


لإيجاد. (7)2/ تضنع 2-< و 0 نز 


“برق - بر4 - ع 0 
0 


0 +ع 32 - رور4 - تير - (بر ,ىن ) نآ 


627 - عل - كد 

م6 

“بر - بر4 برج - لدشعد 
ل 3 


)سج ثبر- “بر2 - بر ك3 - زر ند)نا 
9-- ها مويه - ين 

627 + غك - ند ) را + تود6 

0 + ع2 - ودار عاك - )برا 

0 + بر + ثير بر برةهر3 - 17 

© دعر ةبر - بورك - شير - بزع يا ك (بر,) ] 


بم 2ر2 ل 3ب 3بر2 دير )1 + 
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لإيجاد الثابت نعوض 0 - (1+1)/ 


0 1222 + ةج - (ج)] 


0 + ,10 + “(1 +211 + ”7 + )) - (1 +) ] 
0 ع ,0 + ن: + (:2 +21)1-1 +3 -:3 + 1-1 
0 - ,0 + 0 +4 -:2 +2- 

-6+ 0, +1)02+0(- 0 

دخ - 58 وك 


[6-2+ 275 + 5ج - (2)] 
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تمارين إضافية ( 1 - 2 -13 )و7رءاطامء2 بصروغمء7ءاممناى 


1.بفرض :2+3 - ,7 , 2-1-1 

أوجد التابع 17-77 في كلا الحالتين السابقتين. 

2. لنعرف نقطة التفرع لتابع (2)/ كما يلي: 

نقول عن 0 إنها نقطة تفرع للتابع (2)م/ - 117 عندما يتحقق ما يلي: 


لنجحط ,2 بمنحنٍ مغلقء وإذا تجولنا حول ,2 على المنحني وغيّر التابع (2)/ - 1 قيمته 


فنسمي 20 نقطة تفرع. 


برهن اعتماداً على التعريف أن التابع: 


١/221‏ - (2)م 
له نقطتا تفرع هما 1+ - 2 
3 -كرر نفس السؤال السابق بالنسبة للتابع: 

7 - (2)/ - /ااآ 
4 . بفرض ,1 > | برهن عندما: 
أ. . “سبد . + 8500526 + © و20ط +1 


1 51010 


1153110 


ٍِ د د 82511126 + 5851116 
+ 1-2050 
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انشية 2 - ب 26م 2م + ثأوم +1 
'1-56 
2 20 

6 . برهن أن: 

1+1 
0 - ع1 

1-1- 

7. برهن أن التابع: 


(7(ومرترز - برررزىد) * 6- ناآ 
توافقي أوجد التابع 7 الموافق ل/ حتى يكون /ة + ,)ا - (2)/ تحليلياً. 
8 . عين نوع النقاط الشاذة للتوابع التالية: 


(2)2-1 7 0 
ربحيةئ 1 وح ةي 


9: برهن على صحة نظرية كوشي ريمن للتابع التحليلي في الإحداثيات القطبية أي: 


0ق 
200 م0 
0:7 601 
الس بر سدح ا لد 
2 6209 


0 . اعتماداً على مفهوم الأعداد العقدية المترافقة»حل المعادلة: 
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برهن على صحة ما يلي 1 > إم| 


1 


أ ققد 
57 + 25056 -1 


1+ 5 وو‎ 6 + 55 ©0926 + ١). 


10ت 1 


ب - 0 52751120 0 يوط 
+ 26056 -1 


بفرض 7أم( - جع وبفرض 1 > إ(| - |2 


لأن المجموع هو سلسلة هندسية أساسها 56/7 حيث 1> 


“اوم 


ل 


- ار 6أوم 1 


-( لد ©12أك كط + © أكط): + (...... + 2 وو» “5+ #وولط + 1) 


مم -1 1 
0مم -] 'ثأوق - 1 


(1-2)0050-15116 _ 
* + (ثأم- ثأم)ق -1 


_ 1-5 050+-06 


1- 280056 + 5+ 


151109 0 1-609 
*5 + 256056 -1 2 2ط ++ومعط 2 -1 
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بمطابقة القسمين الحقيقي والوهمي بين الطرفين نحصل على المطلوب. 
مثال نموذج: 


4 
-- 70 +1 
ده 
6 
-1-14 

7 


برهن أن: 0056 - 1 


06 9 
3 دح دوق زر + 5 نمز +]) “وى أمه - 
0و 0 0+0 ١‏ 


6 كاه - 511 ف 0057 6ه - 
2 2 2 2 


0560© -ح (1517+ 0 26)005 - 
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الفصل الثااث 
التكاملات العقدية ونظرية كوشي 
وصيغ كوشي التكاملية 
5 ]0111111 110 © 01-111 1176 5 17[ علا 20) 0110 91:011011 1111 عد 011101 
١3. 1(‏ 1): التكامل الخطي العددي: 


رأينا في الفصل السابق أن التابع العقدي يتألف من جزءين (/[,«) ح نا,(/ ,ا) - م1 وهما 


حقيقيان» سوف ندرس بعض التوابع العقدية ذات المتحولات العقدية أو الحقيقية مثل: 
تل 1 - “ع + مد ع (2)/ ,الآ 
وهو تابع عقدي لمتحول عقدي: 
(3)6 + ())نا - ] مزو 1 +1 جع + 2 - (ج)م - بللا 
وهو تابع عقدي لمتحول حقيقي. 


ففي الحالة الأولى يكون 2 متحولاً على نطاق في الحالة العامة وهذا النطاق عقديء أما في 
الحالة الثانية فإن المتحول © حقيقي وهو يتحول على نطاق حقيقي (مجال حقيقي). 
ويعرف التكامل في الحالة الثانية على فترة (6,5) كما يلي: 

0 


0 
04 )+ ماس ]غ04 )] | 


0 


وبسهولة نرى أن خواص التكاملات المحددة الأساسية الحقيقية محققة على هذه التكاملات. 


يعرف التكامل العقدي كما يلي: 
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ليكن 7 منحنياً مستمراً محدوداً وصقيلاً ( أملسا ) مستوياً موجهاً أو صقيلاً جزئياً ولنفغرض: 
(7[ )37 + ([[ ,)لا - (2) ]| 
تابعاً عقدياً مستمراً على / » إن التكامل الخطي العقدي على 7/7 بالتعريف هو التكامل: 


(مزة + ع) 9[(نز ند)نط + (بزوم)س] | - 2(42) / | 


7 1 


0ن + رمن | + مز” - عفنا | - 
7 
وهو كما نرى مؤلف من أربعة تكاملات حقيقية وشرط وجود التكامل العقدي هو وجود هذه 
التكاملات. 

يمكن لهذا المنحني // أن يكون مفتوحاً أو مغلقاً وسوف نرمز للتكامل المغلق كما يلي: 

2 

1 

ونعد الاتجاه موجباً الاتجاه الموجه عكس عقارب الساعة» نسمي / مسار هذا التكامل ويلاحظ 


|لإرقيم اللكاكل وكرتبط #إللمساز وسوف نرى لاحقاً حالات يكونيقبيا الكل طني ع3 


المسأ#ر 


إن خواص التكاملات العقدية هي نفسها خواص التكاملات الخطية مضافاً لذلك أن المسار لا 
يمكن أن يمر بأية نقطة شاذة أو يقطع مستقيم تفرع للتابع العقدي (2)/ ؛ لأن التابع غير 
مستمر على هذه النقاط» لنذكر أهم هذه الخواص: 


٠-1‏ 2(02)] إه + عه(2) ] إه - ع2(4) ] 4 حيث ,نيا ,مرح /ر. 
12 11 7 


74ت 


2 2(42)و | + هه (2) ] | - ع4[ )و + 2)] ]| 


حيث (2(,902)/ تابعان مستمران على 7 . 


3 2 ]| -- | 
50 زا 


> ]..1/ - 4 


| ]) 242 


حيث ,1 طول المسار و 14 > |(2)/| مهما تكن 2 . 
(2.301): حساب التكاملات العقدية على منحن: 


لقد وجدنا أن التكامل العقدي جل (9) )| عبارة عن مجموع تكاملات حقيقية بمتحولين أو 
7 


متحول واحد» وفي الحالة العامة يمكن حساب هذا التكامل بالاستعانة بمعادلة المنحني / حيث 
نستبدل أحد المتحولين « أو 7( بالآخر بوساطة معادلة المنحني» ويتحول التكامل إلى تكامل 


بمتحول واحد تحدد قيمته من معادلة المنحني (بالاستعانة بمعادلة المنحني). 


مثال ذلك التكامل: 
ل 1 
ف 
حيث مر الدائرة ترد اما فنجد: 
ج2 > 0>6 لكأم داع 
0 - :01 


- /5- 


2 27 
0 ٍ 1 - 00أم210مز ٍ 12 
0 


0 


ُِ 1-ع151167- ج0567 5 
31 


0 


(301 . 3): نظرية كوشي التكاملية: 


تمهيد: لتكن (1 منطقة بسيطة الاتصال (لا يوجد نقاط مضاعفة) أي أنه يمكن وصل أي 


نظرية كوشي التكاملية: 


إذا كان (2)/ تابعاً عقدياً تحليلياً على المنطقة 77 البسيطة الاتصال والتي يحيط بها 


المنحني المستمر المغلق والموجه والصقيل أو الصقيل جزئياً 7 فإن: 


0 - 2(02)]/ ل 


سوف نبرهن على هذه النظرية مفترضين أن (2)”/ مستمر أيضاً مع إمكانية البرهان عليها 


دون هذا الشرط (حيث برهن عليها العالم غورسان). 


(7 ل ىن) 2[ )”3 + زرلل ]م - 2(02) / / 
الا 1 
+ رلنا ا + تر - هلام - 

1 1 


وحيث إن أحد أشكال المشتق (2)' '/ هو: 
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ع 07 _ 07 لا 5 
+ - 0م 
ره ب >6 ية 


نجد أن هذه المشتقات مستمرة لكون (2)”م/ كذلك ؛ لهذا يمكن تطبيق نظرية غرين في 
| لمستوي على التكاملين الخطيين الحقيقيين السابقين فنجد: 


ٍ ])2(02 - 2 0 4١1 1 لد‎ 


وحيث إن (2)/. تابع تحليلي لهذا فهو يحقق شروط كوشي ريمن أن: 


وبالتالي فإن كلا من التكاملين السابقين معدوم أي: 


0 - 2(02)] م 


نتيجه: 
إذا كان, /#منحني موجه وصقيل داخل 7 "التي يحدها '1 عندها: 


/ ])2(02 - : 1] 72 


11 


كما يمكن تعميم ذلك على عدة منحنيات 17 ...0 واقعة داخل (1 فتنجد: 
١ ] )2(42 + .......: + ٠ 7‏ - 2(02)] ! 
1 71 1 
من أجل البرهان نصل نقطة من '1 مثل 4/ بنقطة من :1 مثل 8 فنجد حسب كوشي: 


0 - ج2(0)] / 


ضطعطدظ ل 8ل 
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0 - 2(42) 1 ! +2(02)] 9 +42 م +02 


14ل ذا 80 


الشكل (1 -3 -1 ) 


لكن 0- [+|] تكاملان متعاكسان 


604 ظل 


72 1 --72(02)/ آ 


4ط قلع8 


0 ])2(02 - 3 2 


كلتك" 80 


/ 02 - 1 272 


1 5 


يمكن برهان التعميم بنفس الطريقة. 
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(1. 3 .4): استقلال التكامل عن الطريق (المسار): 
بفرض (2)/ تابع تحليلي على 17 التي يحيط بها المنحني المغلق '1. لنفرض أن 
م”طعظم - 1 منحنٍ آخر يقع بكامله في (1 عندها: 


(م) 5ح )7ح عة() ] | 


48 
حيث (7)2. التابع الأصلي ل(2)/ 
حسب نظرية كوشي وندتيعتها السابقة فإن "1,1 متكافئان أي: 


0 - ع2(0)] / - 2(02)]/ / 


0 - 2(02)] آٍ - 02 / 


411 


0 - ع2(0)] ٍ + 2(02)]/ 1 
)4م 


2204 


24)] | -242)] | -- هه22) | | 
للم نعظلم 


2204 


الشكل (1 -3 -2 ) 


أي التكامل لا يتعلق بالمسار بل بقيمة التابع في 4/ وقيمته في © . 
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(1. 3 . 5): صيغ كوشي التكاملية: 
نظرية (مبرهنة): 
إذا كان التابع (2)/ تحليلياً على (1 التي يحيط بها '1 الْمَوجَه والمغلق والمستمر وكانت 


© نقطة داخلية من (1 عندها تصح العلاقتان التاليتان: 


ولقااع 1 _ 
: تم دن 


)2 ] اليه م 
8 60 1 


لي 


هع 


الشكل (1 -3 -3 ) 
البرهان: 
إن التابع  )2(‏ غير تحليلي فقط عند 0 - 2 ؛ لهذا نحيط © بجوار نصف قطره م 
2-0 


بحيث ,1 


“أمع دوع دع هام- تا 
“أمم + م - ع 


0م - هل 


إن التابع (2)). تحليلي على 21 حيث ,7 المنطقة بين '1,,1 ؛ وبالتالي: 
0 -2 
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(1)2م _ م (2)/ 
0 0-0 


لأن 1,1 متكافئان لكن: 
وه ركع فين _ . (2) / 
لت | - وستلم 
5 0 0 
2 
0 (مم + م)] |1- 
0 
/ 27 
060 + )] |1- 
0 
لنأخذ نهاية الطرفين عندما 0 ج ‏ أي المنطقة ,(1 تنتهي إلى (1 عندها: 
8 0 1 _ 2 
0 0 اسمس 


0 مم 0 جنا /)' 5 
(0) ]22 - 0 - 

ومنه: 
ب - 000 


نغ أت النقطة 0 - 7 داخلية اختيارية في (1 لهذا يمكن اعتبارها متحولة والاشتقاق بالنسبة ل 


0 فنجد: 
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12 
0 07 -2) 0 -00) / 
لأن 7 ثابت بالنسبة ل© نكرر ذلك لنجد أن: 
ين (2)) ل م 
52-3 
(2)]/ 32 _ ةب 
د 0 
(2)م4 م4.3.2.1 م 
3 0 0 2 حل 


2 ] !1 0 © 
042 #0 00م 
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تمارين محلولة (1 - 3 - 6 ) وممءاطمءهم لع نااه5 
مثال 1: 
احسب التكامل بى3] - ] حيث '1 قوس من القطع المكافئ. “2 > /ز والذي يصل بين 
النقطتين (0)0,0,- (801,2 . 
الحل: 


التابع المستكمل تحليلي لهذا لا يتعلق التكامل بالمسار ويمكن كتابة: 


الشكل (1 -4-3 ) 


يمكن حل المسألة السابقة بالاستعانة بمعادلة المنحني ١‏ “2# مر نستبدل 7( + ح 7 ثم 
نكتب: 


251 +2 - 2 «رل1 + +0 - 07 


ونحول التكامل العقدي إلى تكاملات حقيقية آخذين بعين الاعتبار تحول ا من 0 إلى 1 
نحصل على نفس النتيجة السابقة. 
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مثال 2: 

احسب التكامل 22 ] - 1 حيث '1 المنحني الوسيطي ‏ - + ,*؛ - ب 
1 

0>>2 


بز +ير دج أي 


+2100 +1) - هل ج غز بع د ع 


2 
غ210 +1200 لع) آٍ 1-2 
0 


2101 +1)(ة0ز2 + 4ع - 2غ) 


ا 


لك - 2165 - 63زج باع - 3) | - 


0 
2 1 

ل ل ا ١‏ 
0 0 


1 -5 ل 
ااا ا ا 
6 6 3 


0 
لا 
4 0 3 


24-7 عه 8 0 
06 3 
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مثال 3: 


ليكن '1 مربعاً موجهاً عكس عقارب الساعة رؤوسه هي النقاط (0,2) ,(2,0) ,(2,2) ,(0,0) 
احسب قيمة التكاملات. 


| يل 1 
س1 
ب ٠‏ ول م 30 5 © مس 0022© 
ا 
(2)2,0 
الحل: الشكل (1 -3 -5 ) 


أ. إن التكامل هو التالي: 


(نرك1 + عجل )720 + م - 1 
نآ[ 


0 + كر |1 + برك “تر سيل 2 | -- 
سو 1 


يجب التمييز على كل ضلع من أضلاع المربع قيمة 2 فنجد على: 


( - > ج عر 0 07-<2ل جرح ج ج مر 


2 > مر > 0 مخ +2 ح عجعج ج قللم 
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0 -< ج20 -د بر 277 +2 - 2 ج ترا 


0 > مر جممر -ح 2 بزح ج جد ور 


2 


3 


3 2 
د ب -(برك1) ( “بز 4) | - و1 
0 


0 


0 


3 0 
ا (4()07 + )| ع1 
2 2 


م تدكا س1 ا ار خيوز 


و 32 ملس 8 
/ 3 
3 ذل ارد 3 


ب . التابع المستكمل تحليلي على ”1 لهذا: 
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مثال 4: 


احسب قيمة التكاملات التالية: 


1. 7 علد [ 1-2 
م 
97 
4و0 
2- م 0572 2 
حشاكت 7 اجا 
4+ 
3- عل 5 - و1 
22+5 + > إنسلمم| 
لحل: 


من ملاحظة صيغة كوشي الثانية: 


وبالموازنة نجد: 


لهذا نطبق هذه الصيغة فنجد: 


0 - 4م00 | - 1 
1 


)مآ اد 3 )م 


11 (مح ع) 1 7 


27 ح- (1/)72 1م 7+1-2 


2 >ماء 0-2 
2 
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2. بمقارنة صيغة كوشي الأولى: 


(2ااع 1 

ا جك 

0م 7+1-1, 
1>|هاء --ه 72 - (23)/ 


3 بالنظر لصيغ كوشي مباشرة نجد عدم وجود تشابه ؛ لأن المقام من الدرجة الثانية (حدودية 


من الدرجة الثانية) أما المنطقة فهي الدائرة: 


2 -|+1)- جا 


ذات المركز (1+1-) ونصف القطر 42 ثم نفرق الكسر حتى تنطبق صيغ كوشي أو نتبع ما 
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22+22+5- 0 


1 - 4- 4)5( - -6 


لاسرع ال وير 
2 
21 +1-- ر2 
نلاحظ أن ,2 تقع خارج الدائرة 2 - |(1+1-)-2] لهذا نكتب التكامل كما يلي: 
2+4 
اليد 1 
و2 2-|(+1-)-م| 
بالموازنة مع صيغة كوشي الأولى نجد: 
4+ 2+4 


/ )2(- 


ار ادج 
0 -, 71+11 


3 + لصي ء - 0 
4 +21 +1- 2+4 
+21 + 0 251 2 ير 
1-1-7 ووو لك يديد 
1ك ا هط الف 
2 4 
مثال 5: 


2 2 
هيت التقليل 4] امك 1 القطع الناقظل ات والموية حكن .عقارب 
2 
17 


الساعة» إن النقطة الشاذة الوحيدة الواقعة داخل القطع هي 0 -2 لهذا تكون التكاملات على 
كل المنحنيات الحاوية ل 0 - 2 والواقعة داخل القطع متكافئة ؛ لهذا نختار ,1 دائرة مركزها 0 
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ونصف قطرها اختياري بحيث تقع داخل '1 ولهذا يكون التابع 1 تحليلي على المنطقة الواقعة 


بين 11,17 وهما بالتالي منحنيان متكافئان: 
2400-1 - يه ]| - 412 ] - 1[ 
17 7 


مثال 6: 


م 214- ل 2 | 1 
|" 202 3 


حيث + - |ا؟'1 


15 37 
2 4 + 922-12+4 
[2-ج 21 +بجم 7 (21()2-21 +2)2 
02 15 2 023 02 عاضر 
م 
200 017 رجه /( 


وحسب صيغ كوشي نجد: 


-< 2)1(+ 20 + 20 


2 
2 كي يي - 
4 4 
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تمارين إضافية ( 1 - 3 - 7 ) «اءاطممط نم70 ءاملاك 


1 . ليكن 12 ومع - وولمسو سوج وذ التابع "0 وعند آين يكو هذا 
1 07 

التابع غير تحليلي. 

2 . تحقق من صحة كوشي في التوابع التحليلية من أجل التابع 67 - (2) م والمنطقة 1- ها 

8)2,3(,4)1,1( ذا كان 1-4# + 32 - 3بر - بو منحنياً "1 يصل النقطتين‎ ٠3 


| 0222 - 412( 02 


1 


4 . احسب التكامل: 
2 5113200532 | - ي 1‏ + 00:)22+5(42 |1 
5. حقل قوة مغناطيسية 5+ 32 - 77 أوجد عمل هذه القوة من أجل الانتقال لجسم ما في هذا 


الحقل عندما ينتقل من النقطة الموافقة ل 0 - 2 إلى 217 +4 ح 2 على منحني '1 حيث 


+ 6ع دعجع::1]1 
الجواب: 50. 


6 . احسب التكامل: 


2200 - نر) + مك2 + )م 1 


حيث "1 المنحني المعرف ب 35116 ع 7( ,6 405 -<ا 
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حيث +27 > 6 > 0 الدوران عكس عقارب الساعة. 
7. احسب التكامل م32(0 + 22)] - 1 حيث '1 هو المنحني 2 - |2| من النقطة (2)2,0/ 
1 

إلى النقطة (8)0,2 . 

8. احسب التكامل: 
(0)0-5100 >« :1 مل(32ي :2)]-1 
(056»© -0)1 د بل ١‏ 

من النقطة الموافقة ل0 - © إلى 27 - 6 


502 50-5 
الجواب: 00 د 802707 + لوتع62 
15 


9 . احسب التكامل: 


حبق +4 2/2 4ر1 أو #يد 2-1 :"1 
الجواب: 272 


]::| 2-3-5. احسب التكامل 42م - ] حيث‎ ٠0 
27-0 
هل النتيجة تعارض نظرية كوشي؟‎ 


1 . احسب التكامل 72 - 1 حيث 1 - إجإ: '1 ثم برهن أن: 
1 
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27 27 
0 - 5110(06 + 0ك كت | - 5110(06 + 2»05)6 عام 1-7 
0 0 


2 . أوضح بشكل مباشر أن قيمة التكامل: 


4-31 
1 62 +812( 2 


6 
لا تتغير على المنحني "1 الذي يصل النقطة 47 +3 بالنقطة 4-31 في حال كون '1 هو: 
أ. المستقيم الواصل بينهما. 

ب . أو الملل للااصل من "41 + 3 إلى انك + لتم من 41 + 4 إلى للد -4 . 

ج . الدائرة 5 92 |2] - 

احسب هذه القيمة. 

الجواب: 2661 - 238 

3 . احسنكبالتكامل: 


٠. 2 2 
2 5111727 + 22727 
1 


(2-1()2-2) 
جيف يد “اع :7 


الجواب: 472 


4 . احسب التكامل: 
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22 
3 -|2|:آ1 0 1 
2-1 2 


مم2 


الجواب: 

5 . احسب التكاقّلات الآتية: 

حيث اا في 5 - إجا #ية” 1 
2+2 ل[ 1 


2 


07 - ا 


2 
كوه 


8 وسيط. 


0 
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الفصل المإبع 
السلاسل العقدية غير المنتهية 
وسلاسل تايلور ولورانت 


5 01'5عنا3ا عطة 5 عهالا2! عمج دعاءرع5 عاعامحره)© عأأماكما 


5 


تمهيد: 


من دراستنا للتحليل الحقيقي وجدنا أن أي تطبيق لمجموعة من الأعداد الطبيعية على مجموعة 
أخرى يسمى متتالية ( متوالية)» كذلك الأمر هنا في الساحة العقدية فإن أي تطبيق لمجموعة من 


الأعداد الطبيعية على مجموعة عقدية يسمى متتالية عقدية حيث نكتب مثلاً: 


وهي متتالية لا نهائية وكل حد منها يسمى حداً للمتتالية. نسمي ,7 الحد العام. مثلا 


المتتالية: 


7 


حيث 2 ١‏ + الحد العام للمتتالية. 
7+1 


إذا وضعنا ,«زز+.ر - ,7 نجد أن" دراسة المتوالية (المتتالية) )2,١‏ تؤول إلى دراسة المتوالية 


[,]] والمتتالية [,/7). 
(14.1): تعريف: 


نقول إن 17,١‏ متقاربة من م7 إذا تحقق: 
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(©)2 <حه" م>او2- ,| :(2)6 3 ,0<م 9 
(24.1): مبرهنة: 


الشرط اللازم والكافي لتكون (277) حيث ,(ة + ,* - ,رت متقاربة من 0/ة+ و« - م هو 


تحقق أن ون <- ,07ايى الح ر* 


عنام 
المتتاليقً 2-77 ,ا كر متقاربةالآن: 
7-2 1 
4-1 
4 جه - حم 
1 
17-7 
1ج - 
2-م لل 
ولهذا 
4+1 ج ره 


(41 .3): تعريف: 
نقول عن متتالية (,2) إنها متتالية كوشي.إذا كانت تحقق.ما يلي 


مهما يكن العدد 0< يمكن تعين العدد الصحيح (1/)6 بحيث: 


- 98 


© > |,2- ,2 + ()1ة <م 
حيث م أي عدد طبيعي. 
ونقول إن المتتالية (متوالية) (,2) محدودة إذا كان 14 >|,2| حيث. 31 عدد حقيقي ثابت. 
(1 .4 .4): السلاسل العقدية: 


بفرض [ ,47 متتالية عقدية حيث ,8+ ,2 - ,7 » عندئذ نسمي المجموع اللانهائي: 


7ل .3 ر ل ل 2 
سلسلة عقدية ونرللز لذلك ب ,"9 كما نظلمي ,2 -+.........+ و2 + ,تت ,5 المجموع 
1- 
النوني للسلسلة. / 
(4.1. 5): تعريف: 
إذا كانت المتتالية |,5) متقاربة من 5 فإننا بالتعريف نقول إن السلسلة 


َ #نتقاركلة الانكتد #إيتجاوزاً "320 امنا إذا كانت [,5! متباعدة عندها نقول إن 


1م ادم 
السلسلة 5١2,‏ متباعدة (يمكن تسمية السلسلة التي مجموعها لا نهاية أنها سلسلة متقاربة من 
أ1حرر 
الانهاية). 
يمكأنا وتظبطكج وعابير التناتمالمعروفة فب لاحةالكافية على اليغلال العقديقة فوذاكشقارب 


السلسلة 502 حسب معيار كوشي إذا تحقق ما يلي: 


احم 
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» فإذا كانت 1- مر نحصل على الشرط اللازم 


لتقارب السلاسل (كما في الساحة الحقيقية) وهو: 


و (ج)77 < 7, يكون لدينا 4 >5 - برك 


5 2 بوك 


0 ,م ]| - 


مج ىر 


0لا 
ولكن قد ينتهي الحد العام إلى الصفر دون أن تكون السلسلة متقاربة (مثل السلسلة 5:11 ). 
1 
م 
(6.4-1): تعريف: 


نقول إن السلسلة 0 متقاربة مطلقاً أو إطلاقاً إذا كانت م متقاربة» أما إذا كانت 


4 


3 متبا حا( 52 متقاربة فإننا نسمي التقارب شرطيا. 
11 


000 1 9 0# 1-6 . 5 5 0 11_ 3 7 
لاحظ أن كار متقاربة» أما ع فهي متباعدة وبالتالي حار متقاربة 


بسهولة نرى أن التقارب المطلق للسلسلة  5١2‏ يكافئ تقارب السلسلتين: 


4 


مه 


تُُ 


71 


٠ ارم‎ 


4# 


حيث ,17+ ,]1 -,2 


من المفيد أن نشير إلى أن الكثير من خواص السلاسل الحقيقية المتقاربة مطلقاً هي صحيحة 
في الساحة العقدية مثل: 


1 . تغير ترتيب حدود سلسلة متقاربة إطلاقاً لا يغير مجموع السلسلة. 
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2 . مجموع أو فرق أو جداء سلسلتين متقاربتين إطلاقاً هو سلسلة متقاربة إطلاقاً. 


3. إذا كانت 8 متقاربة وكان |,]]| > |,2| عندها 2 متقاربة إطلاقاً. 


مثل السلسلة أ 9١‏ .متقاربة إطلاقاً ذلك لأن: 
0 


لم ل ال ا 1 1 
السلسلة ‏ + متقاربة ولان الحكهداه لد 
2 2 72 


0 


711 


0 


711 


4. أما إذا كانت ,1ع'5 متباعدة وكان 2 عندها |,85'|2 متباعدة وقد تكون 


52 متقاربة شرطياً. 


5. اختبار دلامبير: 


1+ 
! تك 


الا 


موج1[1 


11 


متقاربة والحالة المعاكسة متباعدة» وفي حالة النهاية 1 خالة شك. 


مثال ذلك السلسلة "[21 +3) كه هرم تتبااعدة. 
م م 


6يالأخظار الكفي (كرفق)/ 


تكون السلسلة 52 متقاربة عندما: 


1>؟ - ,1/2 ما 


مج[ 


وعندما 0 > 1 تكون السلسلة متباعدة وعندما 0 - 1 حالة شك. 
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تكون السلسلة 3 منفا كت يظلاقاً عا 


(7-4-1): السلاسل العقدية التابعية: 
عندما تكون حدود السلسلة العقدية توابع لمتحول عقدي 2 نسمي السلسلة بسلسلة تابعية مثل: 
(2) + ا د (2) للك (2) رارج 
نسمي ((5,)2) متوالية المجموعات الجزئية من السلسلة عندها نكتب: 
(2), اد ك0 ...ل ليف + ي2) 211177 (20) , 5 
(8-4-1): تعريف: 
نقول عن السلسلة التابعية 2 11 إنها متقاربة بانتظام على 2 إلى التابع (2///ا إذا كانت 


متوالية المجاميع الجزئية ((5,)2) متقاربة على 2» أي من أجل أي 0 < يمكن تعيين 
لاح (عالا 


ع 2ر(ء)21 ذم :ع > |(1/7)2- (2) ,كا 
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(9-4-1): اختبار فليرشتراس: 
تكون السلسلة 512 متقاربة بانتظام على (1 وبشكل مطلق إذا كان: 
ير 31 ك |(2) بوكلا 


حيث ,171 أعداد لا تتعلق ب 7 من (1 وكانت السلسلة ١‏ متقاربة. 


3 
ملاحظة : في التقارب بانتظام يمكن اشتقاق وتكامل حدود السلسلة حداً حداً ومن ثم اشتقاق 
المجموع أو تكامله» واذا كانت حدود السلسلة توابع مستمرة كان مجموعها تابعاً مستمراً (والتباين 
ربما يكون في الأطراف). 
سلاسل القوى: 
(4.1. 10): تعريف: 
نسمي السلسلة ...+ ”07)2-0(7 + ”6 يله +(ه- ديأ + مه بسسلة 


قوى ونرمز لها ب 


10 
0 


نلاحظ أن سلسلة القوى دوماً لها نطاق تقارب وهو يتعين مثلاً من معيار دلامبير كما يلي: 


002 - 0 


1] 


موج|ر 


"(0 -2)ره 
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1 > 0 35 2 م 0000| 

م0 | مجم 

,8 - اق جوز[ > إه- ما 
م0 ]11 


أي أن هناك نصف قطر تقارب»ء فإذا كان ,7 محدوداً عندها يكون هناك نطاق محدود مركزه 
© - 2 هو نطاق التقارب وخارجه يكون نطاق التباعدء أما على المحيط فهناك حالة من 


الشك: قد تكون السلسلة الناتجة متقاربة أو متباعدة حسب الحالة. 


وعندما يكون ,78 غير محدود عندها تكون السلسلة متقاربة على المستوي 7 كلهء أما إذا 


كانت 0 - ,8 عندها تكون السلسلة متقاربة فقط عند © - 7 . 
(11.4.1): نظرية تايلور في النشر: 


بفرض (2)/ ألابع تحليلي ممثل #لالسدللة: 
"(- )ره !5 - (2)) 
0 


عندها تكون الأمثال ,© معينة كما يلي: 


الى 


1 5" 
البرهان: 
بما أن (4)2 تحليلي على منطقة ما 1 عندها فهو يقبل الاشتقاق دوماً لهذا يكون: 
ل + "( © - 5) © + ...... + (ه - 2) ره + وه - (2) / 


المووب و ع (ها د ترايةة + بح رم ] 
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بنفس الطريقة نجد: 


وبشكل عام نجد: 


وبالتالي يكون: 


إذا كان (2)/ . تحليلياً على منطقة 


به - (0©) / 


5 1 35 
(00)/ جردت يه !2 - (0) / 
00 1 ع9 ج 3.2.1.0 غيره) ‏ / 


3! 


!0.11 حيزه) 7 | 


)0( ل 


1 


8 


(0)م امه 
"(0- ل - (2)]/ 


م من المستوي العقدي . وكانت 0 نقطة داخلية من 4 


وكان '1 دائرة تحيط ب 4 ومركزها © ويقع '1 ضمن 1 فإن: 


١ ) 1-4- 1( الشكل‎ 


(2) ”0 - 2) +"( -ع) 0 ل + (2-0) 0 28 خخ + (م)م درج)] 


حيث (2),/ تابع تحليلي داخل '1 من أجل أي نقطة 2 داخل '1 . 
لدينا حسب علاقة كوشي (صيغ كوشي الأولى): 


1ع #يب 
4 م 7 0 


1 3 1 1 
(0 -2)- مسر 7ج عضر تمسر 


1 1 
كت هار 1 - 1 
0 ع ريا 
وبما أن |0 -//| > |0 - 2| لهذا يمكن النشر وفق سلسلة هندسية أساسها #4 | <1 
17 7 | 
فنجد 
- 0 22 1 1 
7تتسييي 1 > 
4 4 0 
كن 2 
1 + ال كك 59 ود يله 1 كه سد 
و دبرا (© مم (0 -سسعح) ‏ (0-ممم) مسر 
وبفرض 


- 106 - 


مهما تكن 177 من المنحني "1 » وبذلك نجد: 


1 1 
+ ل لومم ردقام 


07 / 2 02 (00)م_م (ه2-0) 0 / 5 
(60,)2+ 3 0 لس 2 ع ا -(2)/ 
2-6 كيتاب رم لكستاء رمم - رمم 
29 00 كيه 1 
(60,)2+(0)/ 10 - بم ا 
ا 1 1 "(ه-2) _ 0#( )رطم 1 _ 
الى 2 22 (ي) 22د ,و 
نلاحظ أن: 
0 - (0)2 دننا 
لأ 


2-0 


| / 07| > 


لأن (0م تحليلي على 2 » وبالتالي نحصل على نشر تايلور: 
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7( 0 
هي لللطرح - رمم 
م كن 


(12.4.1): نشر ماك لوران: 


إذا كانت 0 - ه_يحَظلٌ على ما يسميلّا نشرة»لوران لماك لَوّران)» وهو التشر في جوار الصفر: 


)02( مه 
لكل رود رمم 


1-0 
مثال: 
انشر التوابع الأساسية في جوار الصفر: 


1 . التابع الأسي “6 -(2)/ نلاحظ أن مشتقات هذا التابع هي نفسها ٠‏ وقيمها في 0 - 2 
هي 1 ولهذا نبدل في سلسلة ماك لوران فنجد: 


ونصف قطر تقارب هذه السلسلة © أي أنها متقاربة في كل المستوي. 
2 . نشر التابع الجيبي 5172 - (2)/ 
نلاحظ: 
0 - 00]ى - (0) / 
2050-1 - (0) / 
0 - 0مذك- - (م)””” ] 


1--0وم)- - (0) / 
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وهكذا نجد: 


تك كو 
7 إ5 3 1 


1-1 مجم 
92 720 ا 0ه 502 


!إ(2+1) 2 
3 .نشر التابع 2052) - (2) / 
نلاحظ: 
1- 050 - (0) / 
0 - دزو - (0)" / 
1--050.)- - (0) / 
...كد ع 2 ص 1 -1-ح 0052 
72 ا لسر - 052 
4 . نشر التابع: 
27 - (2) / 
بنفس الطريقة نجد: 
0 
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5 .نشر التابع: 87) - (2) / 


من نشر التابع الأسي وجدنا: 


1 
92 ا ل اك وا فك كد 2722 در مل كنل 
7 
لنبدل كل 12 ب 2 فجد: 
قر 3ه 0 . 
2 1 17 17 5 
د 1007 55 +1-ظام 
3 !2 / 


2 151173 - 0052 - قام 


نبدل كل 27- ب2 


727- 00057 - لق 


نجمع العلاقتين الأخيرتين فنجد: 
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لو طرحنا تلك العلاقتين لوجدنا: 


نبدل كل 2 - ب 7 فنجد: 


بجمع العلاقتين الأخيرتين نجد: 


2م25 - هم تام 


27 + 172 - ثم 


57 5-6 0م21 - ا 


ولو طرحنًا تلك الغلاقتين لوجدنا بعد القسمة على 2. 


(1 . 4 . 14): العلاقة بين التوابع الدائرية والقطعية: 


من علاقات الجيب والتجيب القطعي نبدل 12 في علاقة 2ر0 فنجد: 
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أي 0052 - قلط 
نبدل في علاقة 57 أيضاً كل 12 ب م : 
- جك يو زرو 
2 
2 51173 1 -ح 5/117 
1 
6 ماري د رم / 
1-2 


بتطبيق علاقة ماك لوران في النشر نجد: 


الود سم دي +1 - (2) / 
وبتطبيق معيار دلامبير نجد أن شرط النشر هو 2(>1|. 


1 شرفي يرت / 


نبدل كني نشر د ليا #أكلل 72- ب 72 فنجد: 
| 


"2 "1 )ند ...يد 4ع د #وصستنوياع -1- (2)] 
1> |2 
8. نشر التابع (2 + ])مَاكك زم 


نلاحظ أن <- [(ج + 1)ما] 
1+2 
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ةع - 2ج +ع -2[[<1 + 1)صل] 


بالمكاملة نجد: 
4 5 2 
الم الل كلك دوع )دا 
4 122003 
1 > -35"(ب)!'5 - (ج + )صا 
1 1 
9 نشر التابع (2 -12)1 - (2)/ نلاحظ أن: 
1- .5 
كح إرج -1)صا] 
1-72 
ومنه: 
7 2 
14 تللست سح ح (ت - )لا 


0 /إزشر الكايع (تشلل لي الح للينوتن): 
حقيقي 1 71 *(2 +1)-(2)/] 
نلإفل: 
1-(0)] 
0ح " "(0+)م - (0)” / 


(1-)م - (0 +1()1- امم - (0) / 


-113- 


+22 +1- "(2 +1) - رمم 


ار زاصمة- "سر -111011-1()1 5 
1 


1> جا 
ملاحظة: 


في نشر التوابع 7. 8 استخدمنا فكرة مشتق سلسلة وتكامل سلسلة » وهذا ممكن عندما يكون 
التقارب منتظم وهنا على النطاق 1 > |2| كان التقارب كذلك. 


(1 .4 15): نشر لورانت: 
بفرض 1,1 دائرتان متمركزتان عند 0 - 2 نصف قطر الأولى ,8 والثانية ي8» 
لنفرض أن التابع (2)م/ وحيد القيمة (غير متعدد القيم) وتحليلي على الحلقة: 
رطة |2 | > رط 
عند ذلك يمكن نشر (2)/ وفق السلسلة التالية: 
"6-4 ,هر -20)] 


حيث تعطى الثوابت ,وم كما يلي: 


ب (2)) 1 1 


1"( ج) + 278 46 
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* الشكل (1 -4 -2 ) 0 
إذا طبقنا نظرية|[صيغ كوشي التكاللاية الا «#151اكبييكلة الأإصال الناتجة عرلا قطع الحلقة 


بقطعة مستقيمة اله كما في الشقل البد: 
(«ع) مم 1 («و) ]مع 1 _ 
0 2 م 


حيث 17 أي نقطة من الحلقة (المنطقة البسيطة) ولقد وجدنا عند برهان نظرية تايلور أن: 


0< 2- سل 28 
(0) / 1 1 58 
"م سم د 274 ا 
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وبذلك يتم البرهان على: 
"(ه - 2)ن ,3 - (2) / 
وهو نشر لورانت على الحلقة: 
وط > |04 5 2 > رم 


إن إيجاد نشر لورانت باستخدام الثوابت ,0 في عملية معقدة؛ لهذا نستخدم الطريقة السابقة فقط 


في الأبحاث النظرية وسوف نرى طرق أخرى لإيجاد نشر لورانت بشكل أسهل. 
(1. 4 . 16): تعين نوع النقطة الشاذة وفق نشر لورانت: 


نلاحظ من نشر لورانت أنه يتألف من جزءين أحدهما يحوي قوى موجبة ل (0 - 2) والآخر قوى 


سالبة ل(© - 2) . نسمي الأول بللجزء التحليلي والثاني الجزء الرئيسي. أي لدينا: 


وهنا نميز الحالات التالية: 


1 . إذا كان نشر لورانت لا يحوي جزءاً رئيسياً عندها تكون 0 - 2 نقطة شاذة قابلة للحذف» 
والتابع يكون عندها غير معرف عند 2>0: ولكن عيجد له نهاية يمكن تعريفها بأنها قيمة التابع 


عند 20> 7 
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(01/ غير معرف لكن: 


7 (2-1()2+1) 7 . 
26 (2-1) |-0)/ دزا 


2 . عندما يكون الجزء الرئيسي محدوداً وأكبر أس ل(0 - 2) في المقام هو / عندها تكون 2-0 
قطدّمن الدرجة 6 لأن: 


20 )] "0 - 2) وررز1 


20 
والنهاية موجودة وهي غيرمعدومة. 


3. عندما يكون الجزء الرئيسي غير محدود وعندها 6 - 2 نقطة شاذة أساسية لأن 


(2)] "0 - 2) رجز[ غير موجودة مهما تكن 7. 


0جدم 
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أمثلة محلولة (4-1- 17 )ؤوصمءاطه:م 0ءهاه5 


1 -برهن أن 
1 
ا 5 م بن ر 1 ده 
1-2 
بفرض 1> || 
لنفرض أن 
اك 27 5-12 
لذا 
.ل ليم رك ررمل 7 
بالطرح 
"م -1- ووزج -1) 
71 حو 
24 - ورك 
1-72 


وعندما 6 ج 7[ 
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2- ادرس تقارب السلسلة 


لنأخذ ؛ ل القيم | قيقية 117 ١‏ 2 ل 


2 
والسلسل#الأخير؟ 6 مشي اميا > نبي نااك لبخ تايالم 
ةا 7" 
الحقيقية متقاربة كذلك سلسلة القيم الوهمية وبالتالي فا لسلسلة العقدية متقاربة. 


3 - أوجد مجموعة السلسلة العقدية 
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لنأخذ سلسلة القيم الحقيقية 2 
1 


وهي سلسلة هندسية متقاربة لأن أساسها 1 مجموعها 7 حر 
عر | 
2 


ع 


م 


أما ,السلسلة الوهميئة 72071 فإن مجموعها 10 


111 


ومنه مجمو ةا ا ا 


4-أوجد سلسلة لورانت للتابع 


نفرض 2-1-1 2> غ)+2-1 
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والنقطة 2-1 قطب من الدرجة الثالثة 


5-أوجد سلسلة لورانت ل -(2) على الحلقة 3 > |2| > 1 


1ه 
(2-1()2+3) 


1 قفر 1 
7717 5 يرن (تيدة )1 6و) 


1 11 #يط #يض__ 1 
2 27 2 المبد)ه لقن 2 
7 2 


1 11 
1 + - 
0 0127 0 ج27 22 
1 م1" 1 1 
و 2 م2 (22+3 
3 
7 
ن 1مك 
ءا 
2 2 2 
2 ال ل كة 10_11 - 
2 ا ١‏ . 3 
وبطرح (2) من (1) نجد 


مثال 6: 


عين نطاق تقارب السلسلة (2”*1 + 5١)-1("”)2”‏ ثم احسب مجموعها: 
1-0 
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الحل: 


لأجل تعيين نطاق تقارب السلسلة نطبق أحد معايير التقارب وليكن معيار دلامبير: 


ل 1 يع 19341 _ 
َ*' 00 0 دلا 
م لخم 
ع“ 7- 0 دنا 
1 > 2 
نطاق التقارب: 
من أجل حساب المجموع نلاحظ: 
21+72 و5 


-1-(2-22)-2 +1- ر5ى 
مي +1 5ج ودع + 2 -1- وى 
رودت باحر 5 
وبما أنه في مجال التقارب 2/>1| لهذا 


111111 


موج ىر 


وهي نهاية أو مجموع السلسلة. 
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مثال 7: 


عين نطاق تقارب السلسلة 


الحل: نطبق معيار كوشي. 


د 
2-1 


1 بت 


باستبدال 7( + #8 ح 7 نجد المتراجحة التالية: 


أي نطاق التقارب إلى . دي 5 
4 


مثال 8: 


أوجد نشر تايلور للتابع 0052© في جوار كوا مبيناً شرط النشر. 


اح بير 
4 
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"١2+1غ)‏ 1 
1> !58 | كينع 5 
دا طلا 


1 


١١ 8‏ | اجر 
0" / 
2-1] /721 1111 
231 
2-1 

9 

2 2 

دح تنرب 2و2 سير 
16 / 1 ا( 


7 
/)2( - 0527 0 + 2 


7 . 0 
- 20511 005 -- + 51711151171 - 
4 4 


( الى 2 لا5كمى) 


2 


ننشر في جوار 0 - 1ه فيكون ذلك في جوار 2-6 


ذا ها “روث *ن دن 1 
ع ارك ك 5ك كك كك كد ا لس لس لت ] - (ن) 8 - (2 
!3 !1 6 7 اك 21١‏ 2 ك م 
"اس سود اذن اتن ذن إن 1 


التي الم لم 0 | 
"طن اشاس" 9 سئي اس كك 
2-0-6 ِ 5 2 
أما شرط النشر فهو > 2-5 
مثال 9: 
1 


(2 )0ه عسوي 


في حلقة مركزها 0 - 2 أوجد هذا النشر على الحلقة 1 > || > 0 مبيناً نوع النقطة الشاذة. 


الحل: 
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النقاط الشاذة هي النقاط التي تعدم المقام وهي: 2 - م ,1 - 2 ,0 - 2 
وحالات النشر هي الموافقة لأن يكون النطاق لا يحوي أي نقطة شاذة ولهذا فهي: 


1 
اام 
2 


2 , 1>2>2 , |]2 <2 


من أجل النشر على الحلقة 1>إه| > 0نفرق الكسر 
9 006 1 
+ ا جد (2)] 
72-2 251 27 25 (تكيج)( و 7 


5 اه ووزادم 


2 0ج 


ا '[(227)2] وررززدى8 


4 0ج 


1- - (2-1/)2) ووز ع © 


آاجع 


+- 6-270 وز[ - م 


4 2ج 
- ف 
1 
او ون 7 
نلاحظ أن الكسر الأول والثاني منشوران لهذا بقي نشر الكسر الثالث والرابع: 


1 > جا 29 رهد 27 ل انك ها 
1-2 2-1 


وهذًا محقة 
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| 0 جل - 0 
-7 
00 
3 ( 
1 > دا وهذا محقق لأن 1 > || 
2 
لهذا يكون النشر. 
وبجمع النشور نلاحظ: 
56 
ل - ب - (2)م 
02 16 8 7 2ج 


2-0 قطب إن الدرجة الثانية؛ 
مثال 10: 


أوجد نشر لورانت/لإنتوابع التالية تي كليقة_مركزها_الهققلة#الشاذة" 0 > لل مبيناً نوع النقطة 


الشاذة. 
م 2 866 تيه شك ب ين 
7 2 
| يك 012 1 
24 -(2)] : 592 -<(1)2] 
الحل: 
1 
اس كار 
3 -(1)2/ 
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2-0 نقطة شاذة قابلة للحذف. 


2-0 نقطة شاذة أساسية. 


1 1 
2 -<(5)2] 
/' 2 يٍ 51 
2-3 
0 ل 
1 1 
*[(2)س +22]1 
4 2 
ل 5 7 55 - (2)2 


نلاحظ أن 0 ج (0)2 
عندما 0 ج 2 


لهذا 1 > (2)يم| 


)يه + - (2)يم 
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ا 2000 برت قلق + رمج راط - 
2 2 


0 -2 قطب من المرتبة الثانية. 


2 
لاع ,م 59 


!2 1 د 
7 تبح ف - مر 
2 2 4 


02 16 رع 5# 2 
“7 و إ4ك ‏ 32 2]22 ثج 

07 ككهة 

جزء تحليلي 


0 -2 قطب إن الدرجة الثالثة. 
مثال 11: 


عين وبين النقطة الشاذة للتوابع التالية وعين الراسب: 


لذتن ين والذة ينام 
057) 2 
4 

2-7 إويية جنواضسة 


1 
11 
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1 1 1 
وس 00 -(2)/ 
2-0 شاذة أساسية الراسب عندها 1 
1 
2 )(2)2آ 
0057 
2+0) -ج 
2 
0 21 -2 
057) 7 ما 
-(21+1)ج2 
2 
01 دز “(1-)- ! - 
1+ 0)2زى - 
2 
5317 
-2(2107 
2 6 - (1)2] 
70 
<-(2+1) -<ج2 
2 0 ( 


ا (121+1 -" م 
للا 
05)]) 2_0 
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51100 0 


1 ح 0 
0 000 


(2+7) 9 2+7 5 
للع 2 ب “سي ع ) 0 
7- - 2 قطب بسيط 1- 2 قطب مضاعف. 


0+ ثير “عدم‎ ١4-1 
تيتس لظلا [1-,(2):) ع8‎ 4 


٠. : !‏ 
ِ كات فش روزا -[نرمر/ ]ممه 


عوك 2) 51 )1 


الحتييك © 1 
4 *20) ,_|“(2+2) 
1 1 
---ثتتتة د 7 
0_7 تار ). 
الأقطاب 0 - 0512 
2+1) دجز 
2 
رداتواضيبك يج 
2 
7-7 


مستا -2(,20[1)م/ ]امعم 
2 005) ووجدج 
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1 1 


- 15171)21 + 10 15021 + 1 


1 


ل 51 
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تمارين إضافية (4-1- 18 )ؤصمعءاطمىم لإنقأمعممعاممب5 


1-اختبر تقارب السلاسل التالية: 


الا 


مه 11 * 3 5 0 
- : /؛ .ع 2 


127 ةس 8 


الأجوبة: - ب متباعدة 27 متقاربة 


2-عين نقطأق تقارب كل من الساوشل: 
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4-عين سلسلة ماك لوران للتوابع 


12 3 + ( مل[ 
11 


موج 1ر1 


٠ 6‏ برهن على تقارب السلسلة: 
(502”0-2 
1 


ثم أوجد مجموعها في نطاق التقارب. 


2 < |2|ء وهل يمكن توسيع نطاق التقارب؟ 


11 


8 . برهن أن السلسلة 


3 متقا#ف و مطلفا"1 كل 41> 
0 2 1 2 


لد 0 
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0 . أوجد سلاسل لورانت للتوابع التالية: 


0 
2-1 0 )1 ( <(2)آ1 
72-17 


52 ح 2, 70- 2) ح (2) رآ 


2+2 
037 04 4 2 
1 انشر التابع ل ر(ج)س حيث 4 > إم| > 3 
(4 + 3()2-+2) 
.2 5 4 
(3+ 1()2+ 2) 
في الحالات التالية: 
0 2|>3]| >1 
ب . 3< 


ج. 0>|2+1>2 


د > امأ 
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الفصل الخامس 


نظرية الرواسب وتطبيقاتها 


15 1ش 115 210 نداع"01ع11' 5ع1011دع1 ع1" 


3 


تمهيد: 
بفرض (2)/ تابعٌ تحليلي على منطقة محاطة بالدائرة المستمرة المغلقة والموجهة والصقيلة أو 
الصقيلة جزئياً !1 فيما عدا مركز الدائرة 1١‏ » ولقد وجدنا أنه يمكن نشر هذا التابع وفق سلسلة 
لورانت كمايلي: 


الينام 0 # ل 
”(2-0) "(2-0) 


48 
7 ال ياي 53 ١‏ 5 


وعينا هذه الثوابت وفق العلاقات: 


2-0 / )2( 


8" رن ج) 2711 


-7 


(2)] 1 
00 -ج)1 صر مل 


حيث '1 دائرة مركزها 0 تقع داخل ,1» فنلاحظ من علاقة ,_4 أنه من أجل 7-1 


- 135 - 


1 
0-1 - 0 /)2( 07 
5 


© 28 - عه2) ]م 
1 


أي أن الثابت . م له صفة مميزة وهي أنه لو عرف لأمكن حساب التكامل 2 مع 
1 


أن (2)م شاذ في النقطة © الواقعة داخل '1 . فنسمي هذا الثابت براسب التابع (2)م/ عند 
النقطة الشاذة © - 7 ونرمز له ب 


0 -2(,41)] أوعك 
(1.5.1): طرق حساب الرواسب: 
إن إيجاد الراسب وفق العلاقة التكاملية السابقة أمر ليس بالسهل؛ ولهذا يلجأ إلى طرق أخرى 
نرتبها حسب نوع النقطة الشاذة. 
أن . النقوط#اللقواذ:الإقابلاللحذف: يكون فيها 5550" لزانت لا يحوي أمنليية له #ابالتاا يكو 
2 
الراسب صفراً. 


اك“ لفطب الأقنيط: يتك الأب وهنهها مك#الشافقة: 


(2-0(/)2) ورزز -1ه,(2) / أمعم 


مج222 
مثال ذلك: 


24+ 2 
2-1 


/ )2(- 
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2-1 قطب بسيط 


و 2 ختاطحتة برننز[ -زه,ه)م ]دمج 
(2-1) آاجج 
3 . النقطة الشاذة قطب من الدرجة 77 : 
عندها يتعين الراسب من العلاقة: 
[ه/ "2-0 سنا وتم -[هم) ]ممه 
مثال ذلك: 
: 502 00 
7 
تبجع 
1 
التابع شاذ عند 2 ء لهذا يكون 
2 
--0 0 
2 
اليد دي[ :م0 2 7 [12ك] - 6 1 ع1 


4 . النقطة شاذة أساسية: 
عندها لا يوجد طريقة أغير إلنثاز وتعيلك أمذال ‏ ك2 


0 خورنا 


مثال ذلك: 
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ننشر في جوار 2 - 2 


1 1 1 
3 


د 2 +21 
(3!)2-2 21)2-2(5 2-2 


2-1 - 2(,2)/ أوعس 
بفرض (1 منطقة يحيط بها المنحني '1» وإذا كان (2)/ تحليلياً على 7 فيما عدا 
الأقطاب أو النقاط الشاذة الأساسية داخل 7 » فعندها: 

3 
[ره.2) /]ر 288١»‏ - م24 )] ٠‏ - 1 
ادز 1 
© هي الأقطاب أو النقاط الشاذة الواقعة داخل (1 . 
البرهان: 


نحيط كل نقطة شاذة ,© بمنحنٍ موجه ومستمر '1 حيث ع,....,1- أ ء وبما أن (2)/ 
تحليلي على المنطقة المحصورة بين '1 والمنحنيات +1:.....1» فتكون هذه المنحنيات الأخيرة 
مكافئة للمنحني '1 ١»‏ أي حسب نظرية كوشي في التوابع التحليلية يكون لدينا: 


2)] 3 + 2(02)] / - 12042 ؟ 
11 1 


1 


وحسب تعريف الراسب نجد: 
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[عه,(2)/]دعه 22 + 21 +[ره,(2) ]دع س2 - مهرج) ]م 
2 _- 


(1 . 5 3): الراسب في اللانهاية: 


إذا أضفنا النقطة ‏ - 2 إلى المستوي العقدي نحصل على ما يسمى بالمستوي العقدي 


الموسع؛ 
(1 5-0 .4): تعريف: 
نعرف راسب التابع (2)م/ -م7 في اللانهاية بأنه يحقق الخاصة: 
1 
0 -[6»,(ه) /]وعه +[ ره,(ه)ع إوعه ١‏ 
دز 
حيث ,0 الأقطاب الواقعة داخل المنحني '1 الذي يحسب عليه التكامل. 
يعطى راسب اللانهاية للتابع (2)م كمايلي: 
1 1 
أ +65 - -(2)/ وعخ] 
البرهان: 
نعلم أن: 


[ره.2) ]| ع5 م - 2(02)] / 1 
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© الأقطاب داخل '1» ولنجرٍ التحويل 


به ل - هن : 0 
لا لا 
1 1 
6 لد 7 |- 11 
110 1 


وحسب نظرية الرواسب الفجد : 


١ 
35 285 [ره,)/ ]دع‎ 


1 
0-[ه,(2)] آوعسى +[ره,ه)م ]و8 !جح 


1 


حيث ,1 منحن محيط بالنقطة 0 - 1 وجهة الدوران عكس عقارب الساعة» ولا يوجد فيه غير 


بفرض (2)/ يراد مكاملته على منطقة (1 يحدها المنحني الموجه '1» وأقطابه داخل هذا 
المنحني هي ,0 0 © ؛ لهذا نحسب هذا التكامل كما يلي: 


|[ ممدوعه +..... + بمدوعه ]م2 - ع2(0) ]| / 


- -2 265) /)2(,( 
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زو 2< 0 دلا 
ا 
وهذا يسهل علينا الحساب. 
1ل 27 آل 
22-24-17 


حيث '1 الدائرة 3د م 
2 


الحل: 
نلاحظ لدينا خمسة أقطاب تقع داخل الدائرة '1 » لهذا يكون: 
[[عمادعه +... +[بم]دعه |2 - 1 


(2)/ 5ع 27 - 


1-2-1 - 2 
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(1. 5 . 5): تطبيقات نظرية الرواسب في التكاملات الحقيقية: 


سوف نبين أنه يمكن استخدام نظرية الرواسب في حساب بعض التكاملات الحقيقية وذلك 


1 . حساب التكا خ الث 
22 
027 000 ) / آ 1 
0 


لحساب هذا التكامل يلزم مايلي: 
1 . حدود التكامل كما هي واضحة (0,272) ٠‏ 


2. التابع (0056,51710)/ تابع كسري جبري بسيط ب 51760,0056 (أي تابع كسري 


مثلثاتي) ومقامه لا ينعدم من أجل أية قيمة حقيقية ل . 
عندها نتبع مايلي: 


نفرض © - 2 فنجد أن حدود التكامل أصبحت توافق المنحني 1 - |ج| وبالتالي: 


1 . 
ا 060 16 
6 
53-7 حت - 5116 
21 21 
ير 
1- 
كد 0رزى 
21 
كر 16 16 
2 كاقكة 5- ومح 
2 2 
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نبدل في علاقة التكامل فنجد: 


وحسب نظرية الرواسب فإن هذا التكامل يساوي: 


© الأقطاب الواقعة داخل 1 - |2] . 


احسب التكامل الحقيقي: 


نفرض “م - 2 فنجد 1 - |7| حدود التكامل. 
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22-112 22+41 /-1 
]| 22 ” 2ع 


- 0000072 


1 2-17 


اح 
[ره.) طاوعه ١!‏ 2 - 1 


ادز 
27 
ع8 22 
3+ 51110 0 
2 
2م المٌ- مونو 
7آ 217 


2 
1212| 22-1 


02 
7آ 5 
1- #012 2 كه 
217 
017 


غك (2- 
612-1-آ+ 2 إماخ 


الأقطاب تتعين ب: 
4-2 1-0-ث#ز6 + 22 


2.زه - ز6 
2>1ا» ختجتت 


ره 


> إواء ينجي 402 1ف _ 


22 


هناك قطب د بسيط واحد لنحسب الراسب عنده. 


272-72 : 
تج ررورز[] - [رة ,(2) ] ]وعه 
6172-1 22 


1 
2 


1 
6و 7 
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2 . حساب التكاملات ذات الشكل: 
42 | - 


حيث (2«)/ تابع كسري جبري بسيطء من أجل ذلك نتأكد من الشروط التالية: 
1 . حدود التكامل (0مه,رصح). 
2. ()/ تابع كسري جبري بسيط لا ينعدم مقامه من أجل قيمة حقيقية ل8 . 
3 درجة البسط في (*)/ أقل من درجة المقام ب2 على الأقل أو أنه يحقق: 
0ج )د 
مه جد ير 


عند ذلك نختار التابع (2)م الناتج عن استبدال 2 ب« في (#ر)م ٠‏ ورعامل هذا التابع على 
المنظقة م يي ف دائرة فوق محور العينات نصف قطرها 17 يسعى إلى اللانهاية. 
يمكن البرهان ضمن هذه الشروط أن: 


١ 7‏ مز[ - 004 / ا 


]1 ج22 
ال 


[ره,(2) ]دع 5١‏ هد - 


ل 
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حيث 4 الأقطاب الواقعة فوق محور السينات. 
بسهولة نرى: 


ا 2 - 2(02)] ] 
ادز 1 


01 / . 0 نمه( (أعه) ] / - 2(02)] 0 


لكن التكامل الأول يسعى إلى الصفر عندما © ج- 78 حسب الشروط المفروضة؛ لأن طويلته 


(2/)2| تسعى إلى الصفر وبالتالي: 

دار 0 

زبه.2) ]دع جح 2 - ع«ل(<) ]| 1 

كر 2 

تطبيق: 
01 ا 9 
1ك 

الحل: 


نلاحظ أث”حدود التكامك»»(مه ,مه )ء والقابع د 0م تق 
2 


المقام لا ينعدم من أجل قيمة حقيقية ل كذلك درجة البسط أقل من درجة المقام ب4 ويكفي 22 


- - (2)م ونبحث عن أقطابه: 
1+ 72 
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(38 اا واد ماقو 4 اا حااد فو 


270 7 
1-7 
3 دع 4 4 مدعجع 
الأقطاب الواقعة فوق محور السينات (في نصف المستوي العلوي) هي: 
07 2 
5 5 
21-6 2-6 


وهي أقطاب بسيطة؛» بهذا تحسب الرواسب كما يلي: 


1 8 1 
0 000 “1 نع 


اشيم 
43 1 


4 عجعج 


37 


م2 - ا . ع5 


7 32 


١ 00 3-3 4‏ ع1 


2 1 ع 
: 8 5 ]| 4 2(,6)/) ادوع 
4 .دم 

4.6 4 


ع 5-0 مه 0 
4 4 4 
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3 . حساب التكاملات ذات الشكل: 


من أجل ذلك نتأكد من الشروط التالية: 


1. 77 > 0 وحدود التكامل (0©,م-). 


3-1 


7-0 


7 1 
1561 95 ادل 
ل 4 


_ 28| 1 4 1 
4 


ل غ020(005111) / ا د 1 


-0 


ل 5171111 (02) / ا م1 


-00 


2. التابع (“«)”م/ كسري جبري بسيط مقامه لا ينعدم من أجل قيمة حقيقية ل« . 


عند ذلك نختار التابع 


موجار 


(2)] "م - (2) ] 


حيث (2)/ نحصل عليه من («)/ باستبدال 7 ب ونكامل على المنطقة (7 الظاهرة 


في الشكل؛ وهي نصف دائرة فوق محور السينات نصف قطرها 7 يسعى إلى 50 فنجد: 


[ره.)] ]دعم ك5 سد عل "06 ] [ + مه(2)] | - م4(ع) ] | 
ادل 8 1 م 


الشكل (1 -5 -1) 


© الأقطاب فوق محور السينات. 

إن التكامل 2 م يسعى إلى الصفر عندما تسعى 2 إلى 0 وفق شروط المسألة 
1 

المفروضة؛ لهذا!لة ‏ - 


[ره,(2)] أ 0 ح برل “"أج هر ا 
1ل 3 


ا - ل 1ك (<) / | نجعيه 069 آٍ 


كدر 


اح 
[ره2)ص|و 2586 - كنج 1 
ادر 


1 كذ 
| رم ادعة 2 سا لنة : 1 ه,(2) طأوعج رك 11 


ادل 
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المقام لا ينعدم من أجل قيمة حقيقية ل كذلك درجة البسط أقل من درجة المقام ب2 يكفي 1 


نبحث عن الأقطاب الواقعة فوق محور السينات (في نصف المستوي العلوي). 


مءع:-:2 ج-2+1-0ج 


مع تدع 
862 م ) ذه . 
06 وررن[ -[ذ:2)#]فعم 
باك" 7 إجع 
أي . 
حصلا > 
4 6 
6 21 
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4 . حساب التكاملات: 
0 ]| -1 


005111 (2) / ك1 


-060 


5111171 (<) / ا 10 


ضمن الشروط الواردة في الحالة 2 و 3 عدا شرط عدم وجود أقطاب حقيقية للتابع (2)/ . 
وهنا في هذه الحالة نفترض إمكانية وجود هذه الأقطابء وبمناقشة مشابهة لما ورد في الحالتين 


2 و 3 نجد: 


1 ع 
[ ,)5ك 11 8 ره,(2) أ عع 027- 1 


ادل دز 


/ بطر ]عه 2 ؟ ره اقم لمعه ت1 
دز 


ادل 
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! رط,(2) أ ع1 ا + 0 ,(2) أ مم2 عه - 5 


ادل دز 


حيث رط الأقطاب الواقعة على محور السينات. 


© الأقطاب الواقعة فوق محور السينات وأما المنطقة (1 فهي الظاهرة بالشكل: 


الشكل (1 -5 -2) 


نلاحظ أن 72-1 وحدود التكامل (50,-) والتابع 002 درجة البسط أقل من 
-_- 58 
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لنعين الأقطاب المطلوبة: 


كسك 
2 دخ 3 مدج 


0 >< اح 2-1 


وهي كلها أقطاب بسيطة. 


16 1 -[2(,1) إأوعه 
1- 2 آاجع 
آم 1 3 5 
3 3005 
27 
12 3 
“0 كج يوز | ررمت امع 
-أسرر 


لش لوطه 277 

ع4 (للترزو 1 + ححووى)] 
53 ه66 3 3 86-ت 
3 
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1 1 1 #1 1 ]12م 
5 1ل 5 4 ا 
0 11 5 ىر 1 0 2/ 2/ 05 2/, ١‏ 5 
1 1 1 1 
زد + ح ومر) حو ومر) - تك]غزز[[زى 8 
2 2 ات" 0 8 5 
ا 27 ]سآ - 1 
0/2 2 
التصتك +1ومء)م + 
1 1 1 
205 اق 
2 
1 + 2/2 2 6 حنؤاا 
2 3 
5 . حساب التكامل: 
001 شط 1 
0 
م عدد كسري. 


لأجل حساب هذا التكامل نتأكد من تحقق الشروط التالية: 
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2. التابع (7) م يحقق مايلي: 


أ. لا ينعدم مقامه من أجل قيمة حقيقية موجبة ل« . 


ب . يحقؤق 0 - )م ”ع بجر[ 
مجعم 


عند ذلك نكامل التابع (2”7#/)2 على المنطقة الظاهرة بالشكل: 


الشكل (1 -5 -3) 


فنجد عندها أن: 


7 1حمر ا 1 _ك-‎ ١ 
0 الاضة م‎ 


0 الأقطاب داخل 2 
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البرهان: 


إن المنطقة المختارة كما في الشكل هي دائرة مركزها 0 ونصف قطرها 8 يسعى إلى © » 
حذف منها نصف المحور 0# لأن 0 - 2 نقطة تفرع للتابع (2/”7/)2» وعليه فإن التكامل 


عليها يمكن تجزئته إلى أربعة تكاملات وهي: 

1[ . التكامل على الدائرة الكبرى ونصف قطرها 7 . 

2 . التكامل على الدائرة الصغرى ونصف قطرها ”7 . 

3 التكامل على القطعة المستقيمة من المركز إلى محيط الدائرة وعليها ‏ - 2 


4 . التكامل على القطعة المستقيمة من محيط الدائرة إلى المركز وعليها 61١77‏ - 2 بسبب 


الدوران دورة كاملة. 
أي لدينا حسب نظرية الرواسب: 


نا + 2(02)] ”2 | - 27302 (2) ] / 


11 


ره( ”ممه 25 - 2(02)] 221] + عل(ج) ]257 ]د 
14 18 


ادز 
8 5 8 2 8 
وتتمومو وركتامي) م 1 ركتاهر) | برو ور) ] 1مير| 
2 4 
(502 156 + 5 26 2171 ا 1د 


حيث ,1 التكامل على الدائرة الكبرى و ,1 على الصغرىء» وسوف نبرهن أن نهايتهما صفر. 
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- 6 لصي ]| انتج # برل ربو | طبر 
0 0 
2 


] 20:0 ] -معأو د -«200) / دمر © -1) 


0 0 


زع 


2 
( ,هدوع« + لصتت + بووعع) 1 - 004 1ص | 
1-7 2 

لكن: 

عدن هه _ ل 1 7 -- ١‏ 21 1 4 5 22 
51117 مادو ل مالو وم إل امات طاحم تم ممدع 1 
21 
ومنه: 


60 


0 لكك - 004 ]0د 


0-1 + - 511112 5 
إن التكاملين على ,1 و ,1 ينعدمان لأن: 
مج ج ,0ج 2 ,0ج (2)/ 27 


حشب,الشروطء ولهذايفهذان التكاملان ينعدمان ,لأتغدام طيلتيهما: 
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اعم 


نلاحظ الشروط محققة ولهذا نجد أن الأقطاب هي أقطاب التابع فم (2)م وبالتالي فهي 
1-7 


1 
ك1 لد 
2 : 2 8 
1 
' - : 22 . 
7 ارد لكان 


1 


ل 1 
4 5 1 
ع الات 


1 


: 4 0 1 ع5 


21 
4 م6 4م 8 ثري 2 -ر 
3 2 رز 
2 

--05ر) 55 
- 1 
(0- 
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تمارين وأمثلة محلولة ( 1 - 5 - 6 ) 5ممءاطمع5 لعنااه5 


مثال 1: 


بين أنواع النقاط الشاذة في كل مما يلي وعين الراسب عند كل منها: 


أقطاب بسيطة | 


0 - 6[ - لي( - 2116 


27 7 ). 
3007 و 2 


2-2 
ع حصنا -[رة,(2) ]وعم 


31 


3 - زر 


4 هت ؛ 
يت 5 
42 42 
276 
9 4 -(2) دآ 


0 -2 قطب بسيط لأن 0 -2 نقطة شاذة قابلة للحذف. 


1+ - 2 أقطاب بسيطة. 


- 159- 


ج] -< 2 أقطاب د بن بسيطة. 


(1- 220 0د 


ممم رذ - [0بي إدعه 


22)2(6 - (1- )220 + تم) 5 
25-2 


2-0 


1- 2ت - [0ري] ]و8 


“1(26- 2) , 
07د نس كك ارام ل ”0 
كيو كي - 20-11 ]25 


7-76 : 
[ترى ]د86 
م ستل للم إىء 


ٍ لآروم أدعكآ 


2282 ع وامن - (2)ر] 
5317 


0 ع 51117 


22727 - 7 . 
سس :0 -[ع!,(2)ز إادع8 
502 جاجع 
|5 252 5 
جد | 0057 
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مثال 2: 


2-02 َ 1 
51112 |1 
ننشر التابع 57727 في جوار الصفر. 
1 1 27 
- -(2) 
27 )ه -1] 2 ١‏ ( ا 
ا تسد 
3 وا 
24 2ج 
1ه ل - (قانه 
ا 72 + الأو لل 7 1 1-1 - 


نلاحظ أن 0 - 2 قطب من الدرجة الأولى الراسب عندها 1 وبالتالي: 


7 - (2001 - [1 
مثال 3: احسب التكامل: 
01 
-1 
0 


ننشر التابع المستكمل في جوار الصفر النقطة الشاذة الواقعة داخل |2| -1 . 
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0 -2 قطب من المرتبة 3. 


1 آنا 
داح دل د 


هانيىي6 35 


إذاً: 


ضي 1 
+ -[2(,0 إومج - أآمثال ٍ 
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ثبي 1 , 1 | 
02 2220 3ج 

2 4 

ديت 
#ل<ذ- - أيه 
ةلدا - 
2 222 23] 
1 1 1 
72 2225 3ج 


مثال 4: 


نبدل: 


0 -2 قطب بسيط داخل |2| -1 


2>1|ء 3+ 2- - ,2 


50 5 
2 + 20560) 5 
2 3 
2ك ارق 0 “كي ”راد -_- - مأو 
12 7 217 
23-1 
20 22 -1 
7 لاد 2 122 
22 
_ 2 
1 1 ٍ 35 
(1+ 42+ :)2 1 
0-(2)22+42+1 
22+42+1-0 
2 - 16-4-<م 
4-2 - 
7 1 >2 © 3ه 2 1 - 21 
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وهو قطب بسيط أيضاً. 


الك > سنا 


[20,0)/] ]5ع2 -<1+ - 
) / (42+1 + 2)22 مجه 


١ت‏ 21 202 مز -51+ 2-,(2) / ]وعم 
(3/ +2 + 2)( 3 لعفو اذا ور مك ٌ 


1- 2851-1-0 


مثال 5: احسب التكامل: 


5 0 
1+ 0*8 
نلاحظ أن التابع _ - م زوجو سنا 
824+1 
3 5 1 
8( دم 
5+1« 2 
الشروط في الحالة الثانية محققة لهذا نختار 7 - (2)م فنجد أن الأقطاب تتعين ب: 
1+ 2 
0 -5+1ج 
6+220)اى غذر #8 2 
ع 
4 - ع “ارتم - بج 
اللوامه ‏ امار 
“6م د رع 
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أما الأقطاب .2,2 ,و2 فهي تقع تحت محور السينات ولا لزوم بها. 


._ )2-20( 

ملي رن[ -[2 ,(2) ] إوعم 
1+ 2 وميججع 
52 

-- 1 -_ 1767 

6 5م 
1 
52 


7 
ارك 


2 - -[يتر(ه) / ]و8 


5 1 مك 1 
6 مد 5 26 رو2(,2)/أ5وعىه 
8 ع -7)2(,2:1] 


3 0 لع عمسن ا اد بالشاكا 
6 6 2 7 6 6 22276 


مثال 6: احسب التكامل: 


: د 0 2/3 ع 
0 2 و9 2 6 
6 6 

نر - 1 

م م0 


نلاحظ أن 3 -71 والتابع د مم يحقق شروط الحالة الثالثة ولهذا نختار التابع: 
8 للد 


132 
6 


1 )2(<- 
22+1 
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وأقطابه المطلوبة فقط القطب: 


0< مر اددع 0 -22+1 


0 
كىن[ - [1,() ]دمج 


22+1 لير 


مك" 31م 0 

21 21 
| امه ل 

216 

1 
كت 1 

3م 

مثال 7: احسب التكامل: 

12 0 

1 )مك 


نلاحظ أن هذا التمرين ينطبق على الحالة الرابعة عندما يوجد أقطاب تقع على محور السينات 
وفوقه لهذا نلاحظ ما يلي: 


1 . حدود تكامل (. -). 
: 1 : 
2 . التابع 2 انا تابع كسري جبري بسيط. 
و 24 


ينعدم مقامه من أجل جذور حقيقية وعقدية ودرجة بمرعله أقل من درجة مقامه دثلاث درجات. 


3نختار التابع + -(ج)مركامل على (اوهي نصف المستوي العلوي مع محور 


3-1ج 
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[. 2(,5)] دعجم 
1 1<( 


حيث رو الأقطاب فوق 2ه , رط الأقطاب على 2ه 


1 1 
2 + | ره,(ه)م ومع 5 1-273[ 


1< زر 


0م - ] سس 3ج ج 0 -1- 3ج 


2 
7 - 5 )-<- 2 
2 47 

» 3ع رج , 7 كيح | ين 20-1 

1 
->[2(,1) / ]عه 

3 

007 47 
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0 - [3 2(,6)م إ5ع]1 


5 ل ع 
نأخذ ‏ “2 -(2)م أقطابه 7+ - 2 
0 


لنجر بعض الإصلاحات: 


0 ج )م لير 
0 جع 


م جح نم 


1-م ١‏ ادمى_ 
: )62 0 717 -7) ملت 6ه 


21 ار لت 
1 "وبع أ7تودم) الى 
- - [تأحإ]وع1 
3 ل 


مك () 11 - [ن]وعجم 
2 2 2 
7 000 17)- 0 
7 -- -[1-إوع18 
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مد 
6 3 71 0 
521107 
كد 1 7 
2 مب 2م 3-3 
5211017 
م<ز لت 77 
6+ 6 باح 
511107 
2 - - (ر05 .)2 طق د 
وزو 5210017 
27 الك 01 
0 4/3 
27 _. 
3 5 


تمارين إضافية ( 1 - 5 - 7 ) 101161115 1111611017 ر]رلاى 


1 . أوجد رواسب التوابع التالية: 


22-2 


2 “عق 6 - (2) رط 
7 2+1(2)22+4) 


35 ل 1 
١ 8‏ 20 ين 7 لام 7 أم»ه 
(2 +22 +22)22 


2 . حي 7التكامل: 


2 


6 
7267 + 2212( 


3. احسب اليكاملات الحقيقية التاليلة: 


2 


-1 © مم 
(2 +2 + 2ع) 12+ 1 2 1+اثير 


510 + د 


0 <ه ع4 


-(102آ1 


19)02(<- 


ار 


| 


سك #وين! 
5 4 


1> مط >0 01 
غ2 
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الفصل ؛السادس 
التطبيقات المطابقة (المحافظة) 


9أممهانا! اهدده ]01 


التطبيق المطابق: 


بفرض (2)م - برا ج بزخ + - ج حيث /[ + 1 - (2)م تابعٌ تحليلئٌ في المستوي 7 إلى 
المستوي 7 معرف؛ على منطقة « ويأخذ قيمه من منطقة ,8 . نلاحظ أن كلاًامَنَ قسميه 
1:6 


الحقيقي والوهمي /1,1 تابع ل*,/ل (أو م,م إذا كان 6م - 2 ) أي: 


7( )ما حر : (/( )لا ح با 
وهما معادلتان لهذا التطبيق يربطان المستويين 77 ولكالا. 


إذا قابل كل نقطة من المستوي 107 نقطة واحدة فقط من المستوي 7 نسمي هذا التطبيق تقابل 
(غامر #يبتباين) لوك اإينعلم فين هذا التكلبرة 0151 إيفكل عام منطقة يللفة من الككيري 7 
إلوأيمنطقة الغلقةامنٌ المستركي 17 . 


فإذا كانت .اي مساحة المنطقة في المستوي 7 و ,40 مساحة المنطقة في المستوي 10 


المقابلة» وإذا كان لكل من /ا,/ا مشتقات جزئية مستمرة (وهذا موجود لأن (2)/ تحليلي) 


عندها: 


0 
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له لا6 
بره *«6|_١(7,ن)6‏ 
2 0#8) |(زئم)ة 
ر 06 
لا0 . 6 
27 
له لم - 
6 


إن المحدد السابق ما هو إلا يعقوبي التطبيق» وعندما نستطيع حل المعادلتين: 

)> 7 1( ,)نا ح ين 
بالنسبة ل*«,/[ أي: 

(,لا)/ < 7 و (0,7)ءا حير 


نحصل على ما يسمى بالتطبيق العكسي أو مقلوب (2)م -/17» واذا كانت المشتقات الجزئية ل 
“* و بالنسبة ل17,/ا مستمرة فإن يعقوبي التحويل (2)م/ -/17 ويعقوبي التحويل المعاكس 
يرتبطان بالعلاقة: 


ب (لاضماة (مامسماة 
(:0)0 ,)0 


فإذا كان هذا اليعقوبي (201:7 غير معدوم أي“ (2)"/|ء0 كان التطبيق غير شاذ نسمي 
,000 
النقاط التي ينعدم عندها (0)2م بالنقاط الحرجة. 
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:)1١6.1(‏ تعريف: 


بفرض (2)/ - 17 تطبيق (تقابل) موضعيء وكان ,1,,1 منحنيين في المستوي 7 الزاوية 
بينهما © وصوربكهما ,1”,,1 في المستوي 17+ وكانت الزاوية بينهما © أيضاً سمينا 
(2)/ - 11 تطبيقاً مطابقاً (محافظاً). 


(1.-2.6): نظرية: 


إذا كان (2)/ - 1/7 تحليلياً هو ومشتقه 0 عد (2)”م/ في المنطقة 8 من المستوي العقدي 


البرهان: 
نعلم أن: 
-11 ين 
احا نا 
22 متجع 
ولهذا فإن: 
1 الع ث0 . 
)020 ]ا ١‏ ]1 
]5 مجع 
/ الا /اا / 
(2)] هه - "رح قانة وز[ 
0 مجع 


(20 - 2) وز[ - دولل - 38017 رررز1 


(2) / 318 - 
نلاحظ من الشكل على المنحنين (1”,,1 : 


(20) / قلة - ,6 - رم 
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على 1,1 
(20) ] 358 - ,6 - وم 
ومنه: 
و0- يم - ,0 - ,م 
© - ي0- ي0 - رم - رم - م 


أي التطبيق يحافظ على الزوايا فهو مطابق. 


الشكل (1 -6 -1) 


د 


9 الشكل (1 -6 -2) 
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(6.1. 3): بعض المحولات (التطبيقات المطابقة) العامة: 
1[ . تطبيق الانسحاب: 
هو التطبيق المعرف كما يلي: 
بطع ها - (2)] ع سرج كأمر د برز بير اج 
“أمم - ع + ع - /لآ 


نلاحظ أن هذا التطبيق هو تطبيق مطابق حسب النظرية السابقة» فهو تحليلي لأنه كثير حدود 
من الدرجة الأولى ومشتقه لا ينعدم» ولهذا؛ الأشكال الناتجة بانسحاب هي أشكال متشابهة. 


2 . تطبيق الدوران: 
يعرف هذا التملل كا برا 
ع لم - (ع)/ - 7الاجاع 


أيضاً هذا التطبيق هو تطبيق مطابق والأشكال الناتجة عنه تدور بزاوية ,© (عكس عقارب 


الساعة) وعندما 0 > ,6 يتم ذلك وفق عقارب الساعة. 
3. تطبيق التحاكي: 
وهو التطبيق التالي: 
7 - (2)] - /ا[اج ع 


الأشكال الناتجة عن هذا التطبيق المطابقة هي أشكال متحاكية (متشابهة) وبالاتجاه المباشر ل 


7 عندما 1< 0 وعكس ذلك عندما 1> © . 
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0 * 2 <- (2)/ جم 


وهو أيضاً تطبيق مطابق. 


5 . التطبيق الخطي: 

+02 -(2)] - /ااج ع 
ونلاحظ أنه يَّأختيازٌ مناسب ل 6,0 نحصل على هذا التطبيق من تحاك وانسلحاب. 
6 . التطبيق ثنائي الخطية: 


7 - مر جم 


بشرط 0 ع 1/7 - قب 
وهذا التطبيق أيضاً مطابق وهو يمثل كل التطبيقات السابقة باختيار مناسب للثوابت. 
7 . تطبيق نصف المستوي العلوي على دائرة الوحدة: 


يعرف هذا التطبيقكما يلي: 


عم كر ح /ااج دع 


عي © 2 


نلاحظ في هذا التطبيق أن النقاط الواقعة فوق محور السينات تقابل بنقاط داخلية في دائرة 


الوحدة أما النقاط الواقعة على محور السينات فصورها تقع على محيط هذه الدائرة. 
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للبرهان على ذلك يكفي أن نبرهن أن 1>|/] من أجل النقاط الواقعة فوق محور السينات» و 


1- || من أجل النقاط الواقعة على محور السينات. 


إن المضلعات الصغيرة تقابل بمضلعات مشابهة بها أما المضلعات الكبيرة فلا تنطبق عليها هذه 


الخاصة والتطبيق الأخير يشهد بذلك. 


الشكل (1 -6 -3) 


الشكل (1 -6 -4) 1] 
تطبيق نصف المستوي العلوي على قرص دائرة الوحدة 


1ع 
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بعض التطبيقات الخاصة: 
.4 عد هد 3 7 .4 7< 1 
1 . تطبيق قطاع من مستو زاويته الأ 0 على نصف المستوي العلوي: 


"2 - (2)] - مرجع 


الشكل (1 -6 -5) 


الشكل (1 -6 -6) 
٠ ٠. 1 ٠ 4 9‏ 
تطبيق قطاع زاوي على نات المساوي الكاري 
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2 . تطبيق شوارتز . كرستوفل: 
بفرض ١‏ ,/ا.... ثلا مضلع في المستوي 7 زواياه الداخلية وله ج ويه ريه ويحد منطقة 7[ » 
ولنفرض أيضاً أن النقاط 111 تمثل. أشعة في المستوي 17 وهي تقابل 


النقاط ,ا ٠‏ 0 الواقعة على المحور الحقيقي في المستوي 2 . 


إن هذا التطبيق الذي يطبق ذلك المضلع على النصف العلوي من المستوي 7 هو يحقق 
مايليية 


4 (2 27 


نك 5 2 0 
(2-0) 02-7 "كنك 
07 
مه 2 
كه - 2) 0052 7( - 2) له - 1/7 
حيث 4 ,8 ثوابت. 
يلزم أن نللاحظ: 
1 . يمكن اختيار أي ثلاث نقاط من رة #لريذة..., نر كما نربة 
2 . إن الثابتين 8,/4 يحددان حجم وموضع واتجاه المضلع ,77 ل 
3. من المفيد اختيار إحدى النقاط ,7 ...اله فى اللدنيانة كن يسم هذ ملز اا 
كدت ١‏ 16 اإريرل 
العامل " ” (,»د- 2) من العلاقتين “لك ,/ا 
2 


4 . المضلع المفتوح غير المنتهي يمكن اعتباره كنهاية لمضلع مغلق. 
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البرهان على علاقة تطبيق شوارتز ‏ كرستوفل: 
لأجل هذا يلزم التطبيق الحاصل من العلاقة: 


بسع 2 م د 217 
017 


يطبق مضلع معطى في المستوي 17 على داخل المحور الحقيقي من المستوي 7 (أضلاع 
المضلع). 


يلل العا اليل نجد: 
02 


(::- يه |1 0 2 + لود - مويه | 22-1 | + م يرل مومه - بنك ته 


عندما تتحرك 2 على «ه من يسار * على يمين “ا عندها تتحرك 107 على المضلع 
(«- )عبج - 6 تتغير من 7 إلى 0 بينما كل الحدود الأخرى (,<- 2).........(,«-2) 


تبقى ثافقة» بيذ تكو أن 07 رن للد لمك ادن مساك يع - رنه : 
7 0" 


ويحدث نفس التغير بالنسبة لبقية العوامل عند المرور عبر و "........ 9ل إنجاء 
عقارب الساعة (وذلك على المضلع)]. 


5 برهن أن مجموع العوامل: 


الواردة في تطبيقات كرستوفل . شوارتز من أجل أي مضلع مغلق تساوي 2- . 


إن مجموع الزوايا الخارجية لأي مضلع مغلق يساوي ,2 وبالتالي: 
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نقسم على 72- 


03117 2 
2 ك2 #بوة )ىر - رك 
02 


0 


لنفرض ١.‏ /* -مء حيث 1 ثابت. 


1لا 


03 
02 


لا 01 


الشكل (1 -6 -2)8 تطبيق شوارتز . كرستوفل 
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وبإخراج ,< - من العامل الأخير خارج قوس نجد: 


وعندها 6 ج ,< نجد: 


634 ح- 
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اكات 
١ 157‏ 5 -1)2 - 5 
017 
ف 40 
2 (1)2-8 ع دا 
2) 
(متجد)ءر 


5 هج ر(ع1 + )كل 


أمثلة وتمارين ( 1 - 6 - 4 ) و7/ءاطمءم وءلاهى 


1 . ليكن 8 المستطيل المعين في المستوي 2 بالشكل: 
1< 8-2 0- بردعر 
أوجد النطاق ,7 المقابل ل15 وفق التطبيقات التالية: 


أ. 121+ ح آلآ 
ب. ربك وكا[ 


ج- 21 +1+ ع كه 2ل - بللا 


الحل: 


الشكل (1 -6 -9) الشكل (1 -6 -10) 
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أ. نلاحظ: 
2 بدن 1+<« د نا (2 -مر)1 +1 +ع ح ناآ 
9س2خوويج ( - بز 1 - اج 0 - :ا 


1خ - بر حماك برأقيد رح 2 دع 


ين + - 7 
وو ع«)71 مر هيرح 

+ عردم /( -<ا ح يا 
بذكن ج 0 -خن 

ماع يراج 0 د بر 

4 - رن ج 2 -عر 


26 


20-20 + هم 2ل - بثلآ 


١‏ 1- + نا 
-00 الشكل (1 -6 -11) الشكل (1 -6 -12) 
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نلاحظ أن : 


2م + عردم 7+1 لج د ديا 

0)-ع« 

1-1-3 7-1 ن جه 

0>تر 
2 جع 

1 ملز وجدمه كم - 

2 . عين المنطقة المقابلة للمنطقة: 

72-1:ر 

1 مر +« نا - رز 

7ج عبن 


وفق التطبيق: 


“مز + ع) ع رز + بح را[ 


0 8)1,0( 75 


الشكل (1 -6 -13) 
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الشكل (1 -6 -14) 


بن 2 + ررد 2بر- 
بن 2 حم برك يرد ن 


7ر2 عدم “بر - 1ح يوج 1 دير 


2 مد 2-1هير د ن جد 1 دير 


22-1( -1) - 2ه د بن ج عر - 1 ح برج 1ح بوبعر 
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2-242 - )28 دنر 


ومنه (-0 2 - 7 


٠3‏ أوجد التطبيق ثنائي الخطية الذي ينقل النقاط: 


إلى النقاط: 0 -وي17 ,1- 17,2 ,: - 10 على الترتيب. 


الحل: 


2+6 


+ د رح رمات بر 
5 +0 1 
6+ 0ه _ 


+1 ح 6 + راكد - 
٠ 26‏ السوقار 


2 


يتس يداع 


يل مض .2 


وبحل جملة المعادلات السابقة نجد أحد المجاهيل اختياريلٌ وليكن 0 عندها نجد: 
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4 . أوجد النقاط غير المتغيرة في التطبيق التالي: 


الحل: 


النقطة الثابتة تحقق 7 ج 7 


22-5 


7+4 
22-5 -42+ 2ج 
0 -22+22+5 
20-6 -4 - للم 
1+7 رج 21 -1-- ,2 


النقاط الثابتة هي ,22,7 


5 ليكن '1 منحنياً في المستوي 2 معطى بشكل وسيطي ()2/ - /ل,(5:07/ - :ا برهن 
أن هذا المنحني يمكن أن يطبق على محور السينات وفق التطبيق: 


(لا) ]1 + (187) ,م ع 2 
لنفرض + ير - ج22 وى 7+ باع لآ 
عندها نجد: 


(107 + يا) ]أ + (م13 + ب) ,م ع بر جعر 
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من أجل محور السينات 0 - ٠‏ 

(ما)ر] + (مام -وزجعر 
أي : 

(ممام -ع« (ن)ىم بر 


وهي تمثل معادلة المنحني ‏ 1 . 


قت 


2 2 
تفرع اي قطع ناقص في المستوي 7 » عندها هناك تطبيق يطبق هذا القطع 


التمثيل الوسيطي للقطع هو 00056 -«. ٠‏ ؛صذكط - بر 
إذاً التطبيق المطلوب: 


5111/17 أ + نا 205 0 - ج27 
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تمارين إضافية (5-6-1 ) 75إءاطاهء2 /ز01غ7761ءاورمياى 


1 . ليكن لدينا المثلث 4/ في المستوي 7 المعين بالأشعة 1,1+1 -1,1 
أوجد صورته 45 وفق لك لتطبيقات: 


8 


ال 1 سي سر ل 6 0 0 
2 أوجد صورة المثلث 48 السابق الذكر في المسألة السابقة وفق التطبيقات: 
خبودبرر نات - ع ةمد لا , 2م - 117 
7 
3 . بيّن أن التطبيق: 
12ج + 2جج - 7ج ع 
حيث 0 حقيقي ينقل داخل الدائرة 1 اجا إلى خارج قطع ناقص. 


4 . عين صورة المستقيم الدر د في المستوي 7 وفق التطبيقات: 


بالنقاط: 
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الباب الثاني 


تحليل فورييه - القوابع الخاصة ‏ تحويلات لابلاس 
أ10وع أ أ01160 دء أاع5 إءأاناه0عا| 9١أونا 0115101١‏ ملاع 1005© (اناعا] 
5ط أواأءعءعم5 


15 ]110115 ©02/م0] 
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الفصل الأول 


نشر الدوال (التوابع) وسلسلة فورييه وتكامل فورييه 


أ0لوء 11 010 دع أاعد ءانا 0 10 062010110 011501١‏ ملاع 005 لع (اناا] 


وجدنا من خلال دراستنا للتحليل الرياضي أنه يمكن نشر الدوال (التعبير عن تابع ما وفق توابع 
أبسط منه) وفق سلسلة تايلو ر (أو ماك لوران) وذلك ضمن شروط خاصة (متعلقة بالاستمرار 
والاشتقاق) تحققها الدوال ومشتقاتها. واجه العلماء نتيجة أبحاثهم ضرورة نشر بعض التوابع التي 
لا تحقق هذه الشروط وخاصة في مجال الهندسات بفروعها المختلفة ٠‏ ولقد استطاع العالم 
الفرنسي جوزيف فورييه ( 1768 . 1830) وذلك عند دراسة مسألة انتقال الحرارة تمثيل بعض 


من هذه التوابع (محققة لشروط خاصة سنعرفها لاحقاً) وفق سلسلة دوال بسيطة مثلثاتية. 
)1-١1-2(‏ تعريف: 


نقول عن دالة (التابع) 0269 معرفة على الفترة |77 ,10 إنها كلشاء إذا كانت مستمرة » وكان 
مشتقها (<)'م/ مستمراً على الفترة ]/,92[» أما إذا كانت («)/ معرفة على فترة 9,1[ 
يمكن تقسيمها إلى عدد منته من الفترات بحيث تكون (*)/ ملساءً على كل فترة» عندها فإن 


()/ تسمى ملساء قطعياً. 


ملحوظة (1): نسمي النقطة شاذة على منح زي دالة تلك النقطة التي لا يكون المشتق الأول 
فيها موجوداً » أو أن التابع يكون فيها غير معرف ٠»‏ وهناك أنواع كثيرة للنقاط الشاذة نذكر منها 
النقاط المضاعفة والمنعزلة ونقاط التراجع (يمكن التعرف على هذه النقاط من أي كتاب في 
التحليل الرياضي ورسم الدوال). 
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(1-2. 2)تعريف: 

تكون الدالة التابع («)م/ دالة دورية إذا حققت الشرط 2 © ,(777+*«) 7 - («)17 
حيث 7 عدد حقيقي و7 مجموعة الأعداد الصحيحة. 

(2 .1 .3)تعريف: 

نقول عن تابع («)7 إنه يحقق شروط ديرخليه إذا حقق ما يلي: 

1. («)8 معرف على الفترة: 

للحم ايا 1 4-10 

2 ((10 ,(1””0) مستمران جزئياً (مقطعياً) على ]21© ,©[ (كلامنا ]0م عدآانداعءء01). 


3 (((10+1)21 - (1:00) حيث ) عدد صحيح. 


خطوط بيانية لتوابع مستمرة ومستمرة قطعياً: 


الشكل (2 -1 -1) دالة ملساء قطعياً ومستمرة 


قينا 


الشكل (2 -1 -2) 
4 ب كزث؟ لزة لب 


نقد أك اليفك يلابع المحقق لشروط دير اليه يمثلموفق السلسلة: 
(2-1) 72 إذكره ان 2 لاد + 7 69 


حيث 07+21 > :ا >0 (قد توجد نقاط انقطاع)ءوإن الثوابت 00 , م© ,م6 تعطى بالعلاقات: 


4 


0 - ١ 


2532 اذى 
اي 0 )و00 269 / - 0 
11 5 
8 اند 1269 د 6 


وأما في نقاط الانقطاع فيمكن أن يعرف («)7 كما يلي: 


70+ 0(- 7)-0(( 


حيث « نقطة الانقطاع (من النوع الأول) والمقصود 0+« أي السعي إلى * من ناحية اليمين» و 
0< تعني السعي ل* من ناحية اليسار » وفي المسائل نختار الثابت © بحيث تنطبق حدود 


التكامل في العلاقات (22) على بداية ونهاية الفترة (فترة الدور). 
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إثبات ادعاء فورييه: 


لنكامل العلاقة (1.1) على فترة الدور 21 - '1: 


1 21+© من 1 1م اه 4 
01 2ك نكم ا +22 ومتبه ا ير ا عل ا 


وبملاحظة أن دور كل من وون و 1 510 هو 1 نجد أننا نكاملها ضمن 
11 
مضاعفات الدور 21 وبالتالي: 


421 42 


0 مزه | د يه تكووه | 0 
1 11 1 0 11 


لهذا نجد: 


ومنه: 


ف 


زي] 4 - )1 / ح 


كذلك, لنضرب العلاقة (2.1) ب ووم ثم نكامل على فترة الدور فنجد: 


4 
اس 05 )1 آٍ 


2 
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421 21 


الا دن اك[ 2 + ل بر 7 لدوم بر َ 07 ال د 9 - 


نلاحظ أن : 
1خ3نو4ؤي 


0 بور وى | 47 


لأنه تكامل تابع مثلثاتي على مضاعفات الدور: 


640 42 


7174 10م 06 51100] ا 5 ل م وب 51 | ,0 


042 42 


ِ | 5111011 + 72(- 1 | 511101- 0 0 


لأن كلآ منهما تكامل تابع دوري على مضاعفات الدور ويساوي الصفر. 


402 
11 117 
ووه 00 آٍ 0 
6 


0421 04021 
1 (-205)11) 1 00 00 +205)71)] | اه 
التكامل الأول معدوم لأنه تكامل تابع دوري على فترة مضاعفات الدور ء أما التكامل الثاني فهو 


كذلك إلا عندما ‏ - 77 عندها يصبح مساوياً ل: 


4 


0 0 
1 - بر ] تك ح برول(0)و00 | تك 
,4 2 1:2:] شد - :نو (0) 1 


21+ 
- وم [269 1 - أيه 


2 
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0421 
117 
لدوم («) 2 | -- ره 
1 69 ا 0" 


وهي العلاقة المطلوبة. 
بنفس الطريقة لو ضربنا العلاقة (21) ب وزو ثم كررنا البق نحصيك على: 


402 


عد 12" ارزكرم) 7[ ا ٍِ- 7 


ملحوظة (1): 

نسمي الثوابت المحسوبة في العلاقات (2.22) بثوابت أولر وفيها 1,2,3 -7».... 
ملحوظة (2): 

إن شروط ديرخليه هي شروط كافية للنشر وغير لازمة. 

حالة خاصة: 

عندما يكون دور الدالة 2 - 7 يصبح شكل سلسلة فورييه كما يلي: 


5111 رطا + 05116 ر) ,0 ا :تلات -00 2 


حار 


4-2 


| 3 0 
ف 4 


ج42 


0, - 3 1 
42 6 
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00 


1 110 ذك) 7 | ب -1 
6 42 


(2 .1 .4): الدوال الفردية والدوال الزوجية ونشر فورييه: 
(ما يسمى النشر على نصف الدور ) [0/510م“« ١006©‏ 017 ] 
نسمي الدالة (70 المعرفةعلى فترة متناظرة بالنسبة لبره دالة زوجية إذا حققت العلاقة: 
(«-)8 دح )م8 : ]ل,ا-إاعع« »0 
ونسميها دالة فردية إذا حققت العلاقة: 


«-) 7ط حد م«)ط : |],!-[عع« »0 
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بعض بيانات دوال فردية أو زوجية 


“ا 05 - (ا)روع 


7 1 1- 
الشكل (2 -1 -3) الشكل (2 -1 -4) 
تر - )1 ] 65 - (21720 كرورم تابعان زوجيان 
[ - 7 2ك ا 
2 2 
“ا مأك - (ا)وع “ا مأك - («ايع 


الث 2-2 
الشكل (2 -1 -5) دي 
« - )ثم مراك - (2)ى] 
1 >« > 1- 2 > 1 > 7 - 
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هناك دوال معرفة على مجال متناظر غير فردية وغير زوجية مثل: 
+« +1+ ةنر - 0)_] 


لكن كل دالة معرفة على.مجال مَتناظر هي مَحِمَوَحَ دالتين إحداهما فردية والأخرى زوجية 
00-10 سل ل ل _ 


569 2 3 


نلاحظ أيضاً أنه إذا كان التابع («)12 زوجياً فإن: 


1 
ا‎ 51 ١ - 0 
2 


أي أن سلسلة فوربيه للتابع الزوجي لا تحوي حدوداً ب ل كذلك بنفس الطريقة إذا كان 


(«) تابعاً فردياً فإن: 
117 ' (' 
0 - - 25 00)م] - | 
1 ِ- 
5 5 0 0 8 117 


مماإسبق يمكننا :عمل التالي: 


ليكن («)2 تابعاً ما معرفلٌ على الفترة (0,1) عندها يمكننا نشر هذا التابع وفق سلسلة جيوب 
فقط أو وفق سلسلة جيوب تمام وفق الطريقة الآتية: 


ملاحظة: التابع («)7 قد لا يكون دورياً ( ولكننا نستطيع تحويله إلى تابع دوري). 
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1 . النشر وفق سلسلة جيوب تمام: 


لنفرض أن («)7 تابع ما غير دوري معرف على الفترة (0,1) ولنفرض أننا نريد النشر وفق 
فورييه بحيث إن السلسلة لا تحوي إلا حدوداً فيها جيوب تمام؛ عندها نقوم بللعملية التالية: 


لرودد التابع («)7 المعرف على الفترة (0,1)ليصبح معرفاً على الفترة . (1,1-) بالشكل 
التالي: 


١‏ >< >0 )لآ 


0 >« >1- يا - ديه 


عندها نجد أن الدالة («م)رع 


هي دالة زوجية وهي تحقق 


شروط فورييه فرضاً (فيما إذا 


اعتمدنا أن [2 هو دور . 
«» / 0 05 
الدالة 2)) وعندها 
وحسب نشر فورييه نجد: 
الشكل (2 -1 -7) 
اومن ره 7 بك دو) 8 
/ 1-2 2 
1 >< >0 أ 0 ريتك [- 
وبما أن (»)ع - (»),ر على الفترة (0,7) لهذا يكون: 
(2-3) ا وح اك 2 )8 


1 


2. النشر وفق سلسلة جيوب: 
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لنفرض ()1 تابع معرف على (0,1) ونريد نشره وفق فورييه وهو غير دوريء» عندها نحدد 
هذا التابع على الفترة (1,1-) كما يلي: 


0 


-مية 


0 >< >1 -ه>(ع«ا)لم - 


نلاحظ أن التابع الجديد («)21 هو 
تابع فردي عملاً؛ لهذا إذا افترضنا 
أنه دوري ودوره 21 نجد أنه 

يمكن نشره وفق فورييه (بفرض أن 
() 17 ومشتقه مستمران مقطعياً) 


وذلك وفق سلسلة جيوب لأنه 


فردي» وبالتالي يُكون: 


الشكل (2 -1 -8) 
59 3 800 
حم 


1[ >* >0 1 0 >> [- 
وبما أن (1”08 يطابق (102 على الفترة (0,1) عندها يكون: 


2-4 يه الات 2 


1-1 


على الفترة 1 >< > 0 
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في التوابع الزوجية يكون بيان التابع متناظراً بالنسبة لمحور العينات» أما في حالة التوابع الفردية 
فإن البيان يكون متناظراً بالنسبة للمبدأً. 


(5.1.2): النشر العقدي لسلسلة فورييه: 


لقد وجدنا أن التابع («)7/ المحقق لشروط ديرخليه (الكافية) يمكن تمثيله وفق سلسلة فورييه 


كما يلي: 


م ال 1 -69 2 
تت 


وذلك على فترة دور التابع («)”7 . 


إذا استخدمنا علاقات أولر الرابطة بين التوابع المثلثاتية والأسية نجد: 


1 1 
6 6 000 
: - 511 
21 1 
11 11 
د 1 
+ 6 117 
82 205 
0 / 
نبدل في سلسلة فورييه: 
117 0 117 117 
2 لاع 3 | ٍ 
- 6+ 6 2 
ه + 9< كت و6ذا 
21 2 - 


إذا استخدمنا الاصطلاحات التالية: 
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وهو نشر فوربيه العقدي. 


117 


عدد لل 4 
' 6 0+ ا( 


0 
.0 
ييا ع تسظويق 
2 
7 
9 617ل 6 
2 


117 


حر 


117 


08 :5ل ره - قم 


لقم دك 0 


حتى يتم النشر يلزم تعيين م© نلاقط 84 علاقات تعريفة نم )م رر© أن: 


42 : 
د منرم 1 برو ومن (ر) ج[ | اا © 


7 - 0,12, 


للق - 


46 


44 ونوا - لوم رمم 


١ 2 2‏ 
401 
0 
21 
و 
7 12)8(6 | جح بن 
ديقم #يد , 


إن العلاقات (2.5) تسمح بالانتقال من النشر الحقيقي إلى النشر العقديء ويمكننا الانتقال أيضاً 
من النشر العقدي إلى الحقيقي بملاحظة أن: 
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و20 2 و0 
(2-8) ملالا ون طون ت 0 
(,0 - ,ن)أ - رم 


(6.1.2): التحليل التوافقي (وزدي| 240 2001 هل): 


كما نعلم فإن الكثير من الظواهر الفيزيائية تمثل وفق توابع دورية» ومثل هذه التوابع كما رأينا 
يمكن تمثيلها بسلسلة فورييه» ومن جهة أخرى يمكن التعبير عن التوابع الدورية بدلالة اهتزازات 
مختلفة التواتر» حيث تختلف هذه التواترات بأمثال صحيحة لتواتر إحداهاء ومثل هذا التمثيل 
الأخير يسمى تحليلاً توافقياً للتابع الدوري. سنرى أن هناك توافقاً بين التحليل التوافقي وسلسلة 


فورييه. 


يسمى التمثيل الآتي لتابع ما (*«)7 بالتمثيل التوافقي: 


239 2 (,4 - :)دم يك اا + مد - (2) 1 


در 


حيث نسمي (,/) - 005010 ,4 التوفيقة الأولى وسعتها 41 بالتعريف وفرق طورها ,/ وكذلك 
( ,4 -/21 )205 ر/ التوفيقة الثانية وسعتها 4 وفرق طورها 0 وهكذا 20 ان 


فد نتجت هذه التسميات من علم الصوتء وسميت أيضاً مدروجات في علم الموسيقا. 


سترى:الآن كيف يمكن.الانتقال من التحليل التوافقي إلى سنلسلة فوربية والعكدن: 


[ ب تكاس تداك + رلدم)ه ومن | ب + مك4 - 00 1 


ان 


1ف 5111 لل + 11606 فم 005 يك ١‏ + رك - (0) 17 


حر 
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فإذا افترضنا أن: 


,و ااأكريك - رط ,6050 ,4 - ,,ه - ره 


1/1 51ج + 5111076 20) ,0 8 + )1_1 
1-7 


وهو نشر فوربيه الذي نعلمه. 
وبالعكس يمكن الحصول من نشر فورييه على التحليل التوافقي باستخدام العلاقات: 


0 
0 


وبشكل عام نسمي (م/, - *76) 05© م4 بالتوفيقة النونية سعتها ,,4, وفرق طورها ,(, وتواترها 


11 
0 حيث 7 الدور وا متحول الزمن. 


(7.1.2): العمليات على سلاسل فورييه: 
بفرض. (*<)”2)(,1) دالتان لهما نشرا فوربيه التاليان على نفس الفترة: 


ل ديت - 569 
انا 


117 117 لنت 49 
عا حت وزو 5 بعر حت وو “و5 بس كك - )0ن 
َ 1 . 2 9 69 
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عندها يمكن نشر الدالة («) © +(82)م وفق السلسلة: 


ووزع يق +ع تومن رم 8 لكك _- )© + 00م 


1< 
حيث تعطى الثوابت الجديدة م4 ,برك ,م8 كما يلي: 
م "قز واقت ,8 , "0سوا0 كار قم 200+ من - وم 


كذلك الأمر عندما نضرب الدالة («)”17 بثابت ما /» عندها سلسلة التابع الناتج تضرب فيها 
الثوابت الأصلية بالثابت / ضمن شروط على التابعين (1'00 ,(00)©) يمكن ضرب هذين 


التابعين واستنتاج سلسلة الجداء. 

(8.1.2): الجمل المتعامدة (5ة078700001/56©1): 

تعريف: 

نقول عن دالتين (”)1//! ,(*)2//ا معرفتين على الفترة [5 ,0] والمحقوؤيتّق للعلاقة: 


0 - :200 ) وب 0ت | 


إنهما متعامدتان على الفترة [ط ,9]: 
لتكن لدينا مجموعة الدوال: 
لوللا ل را لإا ريا 


معرفة على [5 ,9] والتي تقبل هي ومزبعاتها المكاملة على [6 ,9]؛(أي أنها كمولة تربيعياً)» فإذا 


حققت هذه الدوال: 


7 0 
22 
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نقول عنها إنها متعامدة على [0 ,0]. 
ملاحظة (1): 
هناك دوال كمولة وليست كمولة تربيعياً مثل الدالة -740 على الفترة (0,1) . 
م2 
وفي الحالة الخاصة في حالة التعامدة عندما يكون 1- ,/ز نقول عن التعامد إنه نظامي. 
ملاحظة (2): 


يمكن الحصول على التعامد النظامي من التعامد بشكل عام بقسمة كل تابع ميا على ,/زء أي 


أنه إذا كانت جملة التوابع (*) ,/ا, ...ل( <) رما متعامدة على الفترة (0,6) فإن الجملة 
0 ااه حابي نسيل 

4 7 
ملاحظة: 


الحملة ١1‏ ردكت 1 ١‏ لترازية نظامياً. 
صل هله “2ل 
(9.1.2): سلسلة فورييه والجمل المتعامدة: 


5 


تعريف: 


نعرف سلسلة فورييه للتابع (/2 وفق الجملة المتعامدة ......(<) ,//ا, 0< ) وي على الفترة 


],0[ كما يلي: 


1 )( ا 2 + (3) ابت د (3) لاون ح‎ 1١ 
500 07000ظ2ظ2‎ )2-10( 
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حيث يمكن تعيين الثوابت ,© وفق العلاقة: 


| 
© 5 0 


71 


]| 
لنضرب العلاقة (2-10) بل(*),/ا ولنكامل على الفترة ]10,5 : 


| ار 0ن | لج ح جك رم بض‎ 000١“ 


م 7-0 


في الطرف الثاني عندما 77 ع 7 بما أن الجملة متعامدة فإن التكاملات تكون معدومة وبالتالي: 
5 5 
)ب )رس ]0 ح ج00 )7 | 


)لات 17 
0 2 ري( 


11 


]| 
وهو المطلوب. 
(10:1.2): تكامل فورييه: 


بفرض (7)82 دالة معرفة على ]0 +,مه -[ ولها عدد محدد من نقاط الانقطاع من النوع 
الأول على كل فترة محدودة من ]ه,مه-[» وتقبل المكاملة بإطلاق على 
]0»,مه -[ » عندها يمكن نشر (*«170 وفق فورييه في كل نقطة ملا يقبل فيها («)"1 
الاشتقاق أي: 


8 0 10 ا 20105 8 6 
حر 
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يمكننا أن نبدل عن © , م9 ,م6 وفق علاقات أولر فنجد: 


7 )دمن كد )ومن (ر) 7[ | دج 0041 َِ_ 260 


1 


1 
)كسار )نكوي ©[ ا 0 
3 


6 5 1 
2) - 7 1١ 0 0 7 0 
6 كر‎ 


مه / 
7041١ +2 2 117,17) -_ 01‏ َّ - )م 
5 7[- 
عندما 6ه ج / نجد أنا: 
1 د 
ج للم 2 0 


لأن (قياسه) محدود و[-> مه 


كذلك: 
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2 2 1 كك 
1 د 0 7 به ج يك نآ(,ن -ع) 20005 ) 17 آٍ رلتدرح 
0 3-3 1 


--60 


لأن: 
لال جح ,لال 2 
0 
لاج رلا كيم 1 

أي بشكل آخر: 

(2-11) 0( مه ] ل - رمم 

0 

ملاحظة: 


إن النهايات السابقة تعتمد على برهان مبرهنة ريمن في الفترات غير المنتهية وعلى أن 


بفرض ()2 دالة لها عدد محدود من نقاط الانقطاع من النوع الأول على كل فترة محدودة من 
الفترة (0 ٠‏ 0-)ء عندها في كل نقطة 2ا يقبل فيها (“/)2 المفاضلة يكون: 


0 


(2-12) 00101 جع) ومن( ) 17 1 


5269[ 4 


0 
نسمي التكامل الأخير بتكامل فورييه للتابع (:)2. 


حيث استبدلنا في (11 . 2) كل -> ,0< و #->] 
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يمكن إعادة صياغة تكامل فورييه السابق إذا فكلكنا (“«-)ن 005 فنجد أنه يمكن كتابة تكامل 


فورييه كما يلي: 


لال [ل51711(لا) جا درا ده ]| - )1 


لاه 0 0) 15 ِ - (0)1 


أل غلا «نوق) 5 ]| 3 - (نا)ط 
36 4 
وهذه العلاقات صحيحة (كما في نشر فورييه) ضمن شروط كافية ليست لازمة. 
(11.1-2): الشكل العقدي لتكامل فورييه: 
:1160101 اع نامع كه 1نم[ )ياءام07) 
في تكامل فورييه كان لدينا العبارة: 


لانا (اأك (نا) ا +عإل 5م) (ل)0 - ١‏ 


لعجت رمم و اعت روم 


“جر )0 + لأه. (ن)ن - 1 


نبدل حسب أولر: 


0 


- 215 - 


يمكننا حساب [لا)) فنجد: 


نبدل في عبارة تكامل فورييه: 


وبفرض : 


ات 40009 دوم 
(نا)ط1- (1) 0 - (ن)© 
٠‏ ا 
2-3 أب للتتتفد "كك" 
(2-13) 01 ”1 عي ماه 


لال [غ517110 (ن0ا)ط + “اده (0) ه] | - )1 


لال. ام بم | - )8 
]ل الح لاج ]) م ل 5 
1 


00 نه 8 


0. )م | - (ن) 18 
(2-14) "له (لا) | آٍ _ 5269 
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وهو الشكل العقدي لتكامل فورييه. 
(2 .1 .12): تكامل فورييه للتوابع الفردية والتوابع الزوجية: 


بسهولة نرى أنه في حالة التوابع الفردية فإن 0-(/0 أما 06 غر 517 2500| ب (نا)ط 
0 4 


وفي حالة التوابع الزوجية فإن ‏ 0 - (/0)ط وأما )4 هب 0005) 8 ] ح - (به) . 
0 4 


(13.1-2): تحويل فورييه وعلاقته بتحويل لابلاس: 


بالتعريف نسمي 0 بتحويل فورييه للتابع (6)6 ونرمز له ب(ما]/ أي: 


-60 


0. سوم ]| - (ن) / 


وأما )1 فيدعى بتحويل فورييه المعاكس للتابع (ما)/. 
لندرس الدالة: 


لد 1 
0 >غ-ه» 0 
حيث (0)6 دالة للمتحول +. 


عندها نجد أن تحويل فورييه للدالة (1:)0 يكتب: 


0 - (ن) 18 


0 


حيث استبدلنا في تحويل فورييه /( بلا و * سا 
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)تعس ل - (ن) 1 


0 
وبفرض 3+« - 5 متحول عقدي قسمه الحقيقي »ا موجب نجد: 


[0)نا 4)0] مآ - )نل كع 1 - (ن) م 


0 


أي أن تحويل فوربيه للتابع ()7 هو نفسه تحويل لابلاس لدالة (6)6 (ملاحظة: إن تحويل 


لابلاس لتابع ما (6) معرف من أجل 0<] بالتعريف هو 0)0(946*©] - (5)/). 


0 
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مسائل محلولة ( 2 -1 - 14 ) وماعاطمءه لع نااه5 
مثال 1: 
انشر التابع الدوري( «)7 المعرف كما يلي: 


“> عر > 0 #رند 
2 >:1>2 0 


5600-1 
حسب سلسلة فورييه. 

الحل: 

إن المقصود بالسؤال هو التالي: 

1 . التحقق من شروط ديرخليه. 

رس 


3 . تعيين الثوابت 0 م0 رونا 


التابع (:)7 ومشتقه ممريقران مقطعياً على فترة الدور 7-2» ولأن التابع دوري فرضاً لهذا فإن 


(1)0 يحقق شروط ديرخليه ويمكن نشره وفق فورييه كما يلي: 
اذك رط +يد 0057 ,0ر2 ١‏ - 5260 
1 


لأن 2 -21 ومنه 1-<[ 


)ع 


الشكل (2 -1 -9) 
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-220- 


2 1 1 
00 | جيك | - :4 )7 | 0 0 


0 1 


421 
117 
ل ومر )0( )2 | -- هل 
500060:7 | 7-, 


6 


2 1 
110 0.5 | + «لهن1: 5م » | - 0 
1 0 


لال - جل لاعن 


117 شد 07 - :205117 


1 8 
2511117 
الج جلت حت للم 


711 


1 1 
0 صذه | ست 
117 


كد 


4 "(1-)] . ألم 0# ِ ا - 


1 12 


0 11 - 21 


2 ع 
2-1 -<مر 
1 


6+1 


اك ون ص[ / 2 0 


71 
و 


1 
علد متك | - 
1 1 
117 117 ' 
200 «ذك.0 | د 001 51 ]| - 
1 0 


ح نال اكه 


وبذلك نجد: 


ل 86 


ا 1 
الا 
117 


مثال 2: 


انشر التابع الدوري()20 المعرف كما يلي: 


وارسم التابع على الفترة ( 372,37 - ). 


الحل: 


07 - لم لل ررزى 


1 
2059 سس حرا 
11 1 


05 - اط 


71 


1 1 1 
111 ع ع ذأ 00 


1 17 - 
عسي الدب ,0 
7 11 117 


+72 005 [1- "(1-)1- 5 1 )2 
0-1 1 17 ادم 4 


ج ><« >0 1- 
27 >« >ج 1ل 


60م 


نلاحظ أن التابع دوري فرضاً دوره ,2 - 1 وهو ثابت على مجال ولهذا فهو ومشتقه مستمران 


مقطعياً فالتابع يحقق شروط ديرخليه لهذا يمكن نشره وفق فورييه كما يلي: 
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369 - 4 200 0511+ 5110 


احد 


ص02 


نا 8 درت 1 - ١‏ : - ,»0 
7 0 4 6 
اد 


كك < عر و3 , 1 - 
78 27 


جع 


10 كم 700 | 37 0 


ص22 7 
ل 7 + 205110 0 - 
1 70 


7[ سصزك] ا + ةك - 
117 178 


7 عننط ده 
2701 117 


17 1 
لجح ورك () ]1 2م 
1ك م0 | 1 


22 أذني 
110 5 ]| + + 1100 مك | + - 
5 27 0 71 


س2 1 1+ 
د 9 زم حت ح رطا 
117 117 


7 


- 000 -1( 5 )051172( 
117 117 
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فتشضف اد 5 
11 201 


2 0 7,1 - 21 


0ن ارسي 


8 7 م 
+1- ا 2 - )1_1 


و عر >كزق يار د27 > يه + 


مثال 3: 


انشر التابع («)12 المعرف كما يلي: 


الشكل (2 -1 -11) 
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يكون: 


1) - 3 14 


1ح 
وبالتالي: 
1 2 
11 5111 2-569 عم 
0 42 


25 0 
-- 2] 251111100 + -])> - 05177 1 
723 8 


2 


في التكامل الأول نفرض له - *« و *«ك 7 517- 47 وفي التكامل الثاني نفرض «-م -نا 
و« *72 5177- 017 ونكامل بالتجزئة فنجد: 


05 الث كد ِ + 1 
1 0 


11 2605 3 را 
1 7 
2 


مزع جرورررزى 01 0ع نمزو م ناك جع ها 
2 ص2 2 5 2 2 


7 5111 


21 ٠. 
2001 
1 


0 11 


2 
11 11 1 1 
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11 


ب 
ا -- )2 ح )1 
0 ا )1 - 80 
> ع > 2 أو ع> مر >0 
2 2 
1 . من أجل إيجاد سلسلة جيوب التمام نمدد التابع («) #4 على الفترة (1,1-) كما 
»ع >0 2 
5-2-2-0 10 
5 )ك1 
0 > > ل ات 
-- > جر > 7 - + )+ 


الشكل (2 -1 -12) 


عند ذلك يكون التابع ()22. 


محققاً لشروط فوربيه دوره 27 وهو زوجي ولهذا يكون: 
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200 + 7 )ك1 


1-2 


اد 
04 - ج) | جع | 5 0 
0 


27 


اكد 
1 

> 

دم 

83م 2 

| 

حسر 

3 

| 

بم 

- 

دم 

3 
لشفجطانمنز 


3 2 
0 ا + 01١‏ | - - ,0 
8 ذا 


5 


110- 7) | - رآ[ ١‏ 11808ومع«< | ح 1 


8إدمصعهن 
8إد:مصعه 


في التكامل الأول نفرض لا -2ا ومنه داه -«إ0 
1 
سح ردج ال ح يرل.11 05ر) 


4 


وفي التكامل الثاني نفرض 1 - ا - 7 ومنه «- - بال 
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ومنه رل ع (05)«2ر) > عزرر 1 درن 
1 


17 > 
1 | -- 7 عرصمزو + - 1 
0 
7 لل رزهير 
:| ع«مومن ح +م_ 2 
0 2 211 
يو _.. 7 
01( ) لزن 1 
27 27 
4 1 س7 2 
دزي | + ٍ[ # "الها و1 
0 أن 
29 
: 2-0001 رزو 0 
5 207 21 
)2( ا كتووم0 - دوه ارو 7د 7 
2 2 27 


2 2 
مد راح - ,6ض 
0 0 


7 


1 6 1 وزو 5 5 
271 7د م" 


نا + (2054)) ب ع 51 
2 1 1 2 


117 ر _الحبد2ي اوور 
205 + (خ) ط ح (8«)وط 
1 ع “يد 7 200 


1-2 


1 أ 2 
>« > 0 اق 17> > 
2 2 
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مثال 4: 


أوجد نشر فورييه العقدي للتابع (/2 المعرف كما يلي: 


حيث (2 +2)«2] - («)1 


نلاحظ أن التابع («)72 دوري دوره 2 -/2 > 7 كذلك التابع ومشتقه مستمران على فترة الدورء 


لهذا يمكن نشره وفق نشر فورييه العقدي. 


1 2 4 


الشكل (2 -1 -13) 


5 
1 


5< قرويج 
لكن 1 / لهذا: 
اي - )8 


2 >< >1 أو 8>1 >0 
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1 1 
07 : ع ل “ع - 
1-1 5 
0 
1- (مصصاكا - 1وم0))ه _ 1- "لام 0 
1-1 جم-1 02" 
1("6-1- 
/ ا - 60 
1-1 


ني 1 عا 3 داز 5609 


7 >1 أنه 2>1 >0 
لإيجاد النشر الحقيقي نستخدم العلاقات: 
م 2و6 
و ) + كيجو 
(مب© -مع) ١‏ - مط 
(2]6-1 وه 


1-هم" (1 ا 16 ضيه 


1-1 1+ 17 
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نبدل: 


50111171 


اكه 
1 


1 
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| 


62051176 + 


2 


1 1 ' 
كل 06 . 
مت 1ج عم جن] [ا-ء ")| _ 
جم +1 7 
لقره ”2-1 _- 


0 
2م +1 


)6 - م16 - ,0 


3 ##قزة نيا -ء "(1 1 


1-7 1+ 17 


[عصة+1- عم جع [1-ء"(د )|1 _ 
ك1 7 
[ما2] ا-ء ”ها _ 5 

جم +1 
عطادة ”)2 ى 


5 1+ 2 


د ربع]ة - 

لظ <١‏ + ([1- م) ح ا ر_ 
+1 2 ) ا 
12 أو 1 > >0 


مثال5: 


حلل توافقياً التابع الدوري 6د - )ع ذي الدور 2 على الفترة (0,27) وارسمه على الفترة 
(2,372-). 


0 1 2 1 »” 


الشكل (2 -1 -14) 


2 


4 27 
اك ١‏ حت ره 
11 75 


22 


كك - - بروبرمزوة. | ل - 0 
4 7 
ومنه: 
4 4 ب 4 
7 لس .فكاو جح تير 
4 م1 
وحسب علاقات التحولة" اللا انتيلك التراففل] نجد! 
أمه_ ره _ 
3 2 4 
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ص4 _- 
5 
(صجص) أ ود 1 دي - | 07 - .م 
0 
1 


4 


(,4 - :)دم يم 50 + به 2 


أما التوفيقة الأولى ففرق طورها / وسعتها 41 وهكذا بالنسبة لباقي التوفيقات. 


مثال 6: 
إن الجملة (»«:5 ,و00 ,1) متعامدة على الفترة (72,ج-) لأن: 


2-0 ك1 ع 2-0 “3 ج22 - 14 


- 7 7 


7 ح 1110 110111 اذى -- ك0 0051 | 


وي - 


0 -<«ل11 11105 205) 1 ح ج110 ك1 اراي | 


عندما 71 عد 7 
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أوجد تكامل فورييه للتابع (/2 المعرف كما يلي: 


1»>- |» >1 
2) «21 


1<« ->0 
نلاحظ من البيان أن التابع (*«)”1 زوجي. 
لهذا (ن)6 -<0 


511 0ر) (مه ]| )1_1 


أل ألا 005 )| كَّ - (0)1 
0 4 


1 لامرك 2 2 
د - الوه | ح - (نا)ه 
0 لا 70 0 7 
ع يا ريام 
. 60 2 
لال غالا 05) اك 1_0 
0 4 
1>| ->1 
1 0 م 
ا ح نال غلا 605 ند - - ممم 
2 لطا 25 


0 
0»>- «<1 


نلاحظ من أجل 2-0 أي 1 -(0) لا 005 أي: 
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1ن لاك 2 
لغ 273 
نا د | 
ال 
مثال 8: 
اعتماداً على تكامل فوربيه برهن على صحة ما يلي: 
10 ساك لسك 
2 شاك ,) 
لندرس التابع * 8-6)] فنجد: 
(«)ء 
في عبارة تكامل فورييه نستبدل: * © بل/2 فنجد: 
“ىم 


لافنن 005" © | 00520 ]| ل )مرك + مع 
0 0 4 


3 
059 


3 
٠‏ .. 
“تمي مومه" 


مه 


نأل نا05) "7 6 | خيزل 


0 


7 ح ناكا نا05ر) 
الشكل (2 -1 -15) لاق 7 - 7 


47 ام ال إلا - م 


539 
35 


1 00000 
يك يح بح و 6 
لَمى 0 


ا 


دالم ساسك "© | ]1 
0 


- 234 - 


نحسب التكامل ,/ بالتجزئة: 


نبدل في علاقة / فنجد: 


نبدل في علاقة ” 6: 


لمم اذك ”© | 1 
0 


ونال - 0 "م- رن - لم 


1 در 07 ح لاك لا11 1ك 


لال وه 0" | 0 م 7ت -_- 184 
اث## 0 7 


(-14 م كناك دي _ ر 
| كك 04 اه 
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مسائل إضافية ( 2 - 1 - 15 ) 5ممعءاطمعم لإنقامعممعاممن5 


1 - برهن أن : 


0- 21 ) 005 ص - 0 ) تله 1 


: 10 / 
اد ) 11د د )مل 58 - عد( ) 5م «(2) دم ول 


1 111 2 1 
7 1 


2- أوجد سلسلة فورييه للتوابع الدورية التالية : 


0 > د 


00_ 
5 >[ >0 و] - ممم 
27 > خآ > 0200 5ئ] ح )رز 


1 >1 >0 1+خ- )بر 


3> + >0 م 
1 - 10 
1 > ع > - 
2 
3- أوجد نشر فورييه للتوابع التالية : 
2 > غز[ > 0 8 
1-4 و2 + ]| دضعم 
0م 1 جد نك 0 - 
4 > غ[ > 0 3 حادوض 
0 > لز > 0 لاله - )ور 
2 > غ1[ > 285200 _- 
140 © 3 - ع - 00 
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00 
7227 م 7 1-05 16 
اح ررزه ادك جح ح زمر 
4 1 1 11 1 


ه06 


111 0057 -1 8 
و0 رد + - زنير 


1 


00 
.1 40 
1ه - / ١‏ - ح )و1 


4 - انشر التابع 
71 > ورت 0 5م» ع (2) ]1 
الجواب : 


110 
4112-1 


22 - 00م 


5 - برهن أن (بفرض 7 > 2 > 0) : 


2 


دك 005 2 605 1 
0+ . ) - لج -(7- )ع 


521131 3 11د 8 
:+ كن ك) -ش - «- )ع 
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6 - استنتج من التمرين السابق أن 


7 - اعتماداً على تكامل فورييه برهن أن 


8 - أوجد تكامل فوربيه للتوابع التالية 


5 ا 


2 21 م87 


ف _ 1 -1(12 7-1 (1ح)اين 


7 


2 


1 م 205 مه 
حٍّ م 
2-0 ب 019 قل 
هك وم 7 
عدا ذلك | انان 
1 > || 1 
عدا ذلك 0 - 712080 
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الفصل الثاني 
التوابع الخاصة 


5 ]| أواأءععم5 


إن التوابع الخاصة هي مجموعة من التوابع غير العادية التي تصادف في الكثير من التطبيقات 
اندم فك رطائية منها والذيكانيكية على شكلفًا تكائيلات محددة لابمكق حلع اإتقليدماً. 


سوف نطلع على بعض منها بالتفصيل والبعض الآخر بالإيجاز. 
(1-2-2): تكامل أولر من النوع الأول (التابع بيتا): 


أطلق ليجاندر اسم تكامل أولر من النوع الأول على التكامل الوسيطي التالي: 


02-1) 2 بل“ م -) حمر - (طبه)7/ 


0 


حيث 0 < 0 و0 < 5 وهذا التكامل كما نرى هو تكامل وسيطي ( وسيطاه 0,2) ومتحول 


واحد وهو يدعى بالتابع بيتا. 

إن هذا التكامل يكون له معنى من أجل 0 < 4 ,0 < . 
ملحوظة (1): 

من أجل 0 - 0-8 نجد التكامل الشاذ التالي: 


4 
2)1-( 


2 )0,0( 


ا 
بريممعن 
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خواص التابع (0,5)/ : 
1 . باستبدال 0-1 ب« نجد: 

(0 , ط) ‏ - (طا ,ه) 6/ 
ذلك لأرها لواستخدمنا المطابقة: 


09 01ت - مر 55 نر 


1 1 
0( “عد 250 01 50 كن عار اله - (ط,ه)7/ 
0 9 


الهم 2-4 -ن- درم 4 - ريم 
4( 0 
521 

(1- هرهم سل - (ارو)م 


ملحوظة (2): 
يمكن استخدام العلاقة السابقة بشكل منتالٍ على شرط أن يبقى 1 < 5» كذلك يمكن استنتاج 
العلاقة التالية بسبب التناظر في 6 بالنسبة ل0,: 


(2-3) >( لون ) 2 ىت - (6,0) 2 
0-1 


حيث 1 < 0.؛ واذا وضعنا / - 6 عدد طبيعي نجد بتطبيق العلاقة (2-2) عددا متتالية من 
المرات نجد: 


1 7-3 7-2 7-1 
0+1 3-+بن 7-2 + 1-م +0 


(1,ه) 7 5 (0,1)/ 
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1 0 اي - (1ره) 7 
0 


0 


(02-4) ام-2 امات - (0©,11) 8 
وعندما 7/ - 0 نجد: 
إ(1-م) 57 !1-م) 8 
!2-1 ).1 + 1)....... 1م عس) ‏ سرتهم) 0 - مي حك 
!(1-م) 
91 إلاحم)إارا- مه _ 
(2-5) 1 ”نايك 
حيث 1 - !0 ودوماً 7/ .7 أعداد صحيحة موجبة. 
2 شكل آخر للتابع بيتا: 
0-1 6 
2-6 ال 0» -(2, 
ل 0 (7)0,5/ 
لنجرٍ التغوير التالي في عبارة (7)0,5/ 
مه > 9 > 0 ف م 
بر +1 
ع فك هيل 
(17 + 1) 
0- مرج 0 دع 
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0-1 


01 5 0 2 1 0-1 7 و 
0 ري 7 6 حم (ط,ه) 27 


وهو الشكل الثاني للتابع (,6)0) . 


3 . لنبدل في العبارة  )2-6(‏ 1-0 - 5 فنجد: 


4-1 شت 
| ح (ه -1,ه)2 
03 


ومن خ5اووظدرالتكاملات في الساحة الأقدية: 


0-1 5 
ل د ممم 
52110171 /ر +1 5 
: 2 


4 - الشكل المثلثاتي للتابع بيتا : 


يعطى الشكك, الملثاتئ؛كماا بلي: 


5 
1 00 0 | 00“ 0 01 
0 


نجري التحويل + - 5:26 فنحصل على المطلوب. 


(2.2.2): تكامل أولر من النوع الثاني (التابع غاما): 
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سمى ليجاندر التكامل التالي: 
(2-7) مسو وم درم 1 
0 
بتكامل أولر من النوع الثاني أو ما يسمى بالتابع غاماء وهو كما نلاحظ هو:تكامل وسيطي وهو 


هام جداً في دراسة التحليل وتطبيقاته.ولندرس بعض خواصه. 


[ .ادل فى الفهلاقة (2-7) ك1 بر فنجد: 


2 


0 > 2 جح ومو شير لكام ج30 


يمكن البرهان على صحة العلاقة التالية: 


لأجل ذلك نمهد بالبرهان التالي: 


0 5 0+ 1)ىع1 1 
+1) ,ها صن - #0 تكامة لا 


0جي جيم 


- 245 - 


وعندما © - 0 نجد: 


1 


“0 +1) رررز مها - 


مجم 


(م) © م18 - 


1 _ (مع لصا 


20 


(0 - 6 ج 0 ج م) ج 6 +1- “0 


1 م‎ ١ 
لنبرهن أيضياً على 30[ - + روز[‎ 

0جيم 
لهذا نفيض / -1- “0 
ومنه ( +0 ,ع1 - ه 
لهذا نجد: 

١ - 
00 


وحسب العلاقة (4) إذا أخذنا كحالة خاصة: 


آعة 0 جم 


11 6 جه 1[ 
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م 


مناء > وريز 


( +1801 0حجم 0 جم 


وبوضع --- 


نبدل في عبارة (0] 7 


012 2 0ت مررًزا - (1)04 


0 موج در 
برل" "يرم - ول ج "اردع 


نبدل: 


رك" “زر -)* ”| “5 وروز[ > (10 


0 موج1ر 


(2-8) ...071,0 2 117 ورور[ - (ه) 1 


موج]ىر 


وهو شكل آخر للتابع 710 
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ويمكن أيضاً وضع (0)' 7 باستبدال (7,0)/ فنجد: 


5 32.1 (2 -01-1()2) ى 52-0 
لاحم ل مين 


2 إن التابع (©716 (من أجل 0 < 0) مستمر وله مشتق من أية رتبة بالنسبة ل0. 


يكفي_البرهلقة على وجود بإلمش ةي ليتم الإليطارب "7ن اندرو #أتحت إشارة ازيل بالنسبة 
للوسيط 0. 


الل 


0 


مه 1 
بج “20.6 | + عد( [) -مهر 1 - 
1 0 


إن كلاً من التكاملين موجود ولهذا فإن المشتق (0/ 77 موجود بسبب تكامل القيم المطلقة للتوابع 


المسسكملة ) حسب قاعدة لايبتنز)» وبالاشتقاق مرة ثانية: 


1”)0( - 000 


0 
كذلك 


رك *-6. ((2)00[) فير آٍ - (و) 129 


0 
3 إذا كاملنا عبارة التابع (©)12 بالتجزئة نجد: 
(0) 01 - (1+ ه)] 


4 . في العلاقة (1'6)0 نضع 1 - 0 
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100 - |] -1 


0 
وعندما يكون / طبيعياً نجد: 
!م - (1+ م) 1 
ك5 . نلاحظ أيضاً أن: 
اعنة) 1 14 


كذلك نجد أن (1”)6 متزايد لأن (1””)0 موجبء ونجد أيضاً من أجل ,© > 0 >0 أن 
0 > «ال انيف (1)0 متناقص على الكبان السابق وهو ميد 89" المجال 


م > ه > ,ه لأن 0< (1”)0. 


يمكن التأكد من أن 1.4616 - م0 وأن 0.8856 - (,10 - (1')0 متم 


بسهولة نرى أن: 
(1)0+1 . . 
8 - دنا -(1)04 ملا 
م - ره) 1 روز[ 


وسنرى لاحقاً أن قيم التابع '1 عند القيم الصحيحة السالبة تسعى إلى 50+ ولهذا يمكن رسم 


منحري هذا التابع كما يلي: 
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الشكل (2 -2 -1) 
6. العلاقة بين التابعين (1")0 و (6)0,5 : 


في عبارة (160 نجري التحويل م - ا فنجد: 
7 - 
د 
مه كاب[ مه عر 
(0. - يول 


ا ا اد 5 برل ”6“ “(2) | - (1)0 
0 0 


نضرب الطرفين ب5 ونكامل من 0 إلى © بالنسبة ل6: 
عت 5 


0 م 0 
7الاسوسصنت 5 ح ا 2 00 0 )م +1)0 
0 0 


0 


لكن الطرف الأول من العلاقة السابقة هو التابع (6)4,5/, مضروباً ب(5 +-1)6 لهذا نجد: 


0 م لت | برل 7ه “بز | - (طاره)6 (ط + 1")0] 
0 0 


2120 ساسا 
لل 0 
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1)0(1)( 


(2-10) و 7 - (ط,ه)7/ 
أوجد هذه العلاقة العالم ديرخليه. 
7. في العبارة (2-10) لنضع 1-0 - 5 فنجد: 
1)1-1)2-1 
4 0 - (7)4,1-4/ 
0>06>1 2 - (ه -1,ه)7 


1 
ومن أجل 5 -0 
1 1 
- 00 
كذلك: 
(© -1) 1)0(1 عضؤلم )م 
1 
5 3 
اي (2-131) فبك( -1:)0(1!)1 
511107 
وتسمى هذه الخلاقةا علاقة-الاضافة (أِالإتصام)؛ ومن أجل + به"تجلاة 
2 
ا 
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نبدل ترح 2 فنجد: 


وهو تكامل بواسون. 
(41)0 - (ه +11 


حيث نجد *0 جداج دن 


ب للك رمم 
وعندما ‏ 0 ج-م نجد: 
لالط د رمم 
أوى د - زهي 
ومن أجل م +1- - 0 نجد: 
5 1 2 
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ومن أجل حم-1 -0 نجد: 
(1-1-8(-1-) - رعم-) 1آ 
ننهي 0 إلى 1- من اليسار 


مه- (1)0 
1 آل 


معد - 


12-1 - 


وهكذا نجد من أجل 7/ - - 0 عدد صحيح سالب نجد: 


2 ح- (1-) 1 


ا 
ومن أجل ةا عدم 


نطبق ذلك عدة مرات: 


| 1 1 (20-1()21-3()28-5) _ 
2 لي ... ...2072 0 


حيث !!(2-1) هو العاملي المضاعف (القفزة 2 بدلاً من 1). 


نبدل 0-047 في العلاقة جب - ره ف زم 1 فنجد: 
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مثال 1: 


نوازن هذا التكامل مع التابع رم *-م 1ه 


فنجد 0-4 ومنه 6-إ3-(1)4 -/ 


مه 


لد "2م 


!!(1- م2) 


ٍ 


امثير | - [ 


8 حون 


6ه 


احم 


0 


مثال 2: احسب قيمة التكامل ل 0 


0 


بالمقارنة مع التكامل (100 نجد هناك اختلافلًبالموازنة المباشرة؛ لهذا يمكن إجراء تحويل ما 


للنقل للشكل المباشر فنفرض 2 <2«2. نلاحظ أن حدود التكامل لا تتغير لكن “اه 2 - 02 نجد: 


1 
أ كك 7ق 0 


2 
27 62 


م 
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مثال 3: احسب التكامل: 
برك برل ] حي 
0 


نلاحظ هنا وجود تغير أكبر في شكل التابع المستكمل حيث يظهر الأس بشكل تربيعي؛ لهذا 
نجري التحويل التالي: 


- 1 


2 1 
نفرض 2 - تير فنجد أن حدود التكامل لا تتغير لكن 22 -7 ومنه 02 وا - رك نبدل: 


11 1م 
202 2 و2 | - ك1 
0 


نوازن مع التابع (1)0 عندها 1-3و 2 


(2 .2 - 3) تابع الخطأ (ممزغء ملع ,مممع): 
يعرف تابع الخطأ (وهو يستخدم كثيراً في نظرية الاحتمال) بالعلاقة: 


2 


2 
(2-14) ا 000 - 0/00 
0 
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يتصف هذا التابع بالصفات التالية: 
(0]اه - - لدا[اء 
1 - إمه)أاء 

ومنه ‏ 1- - (مه-)[/© 


ويعرف التابع المتمم لتابع الخطأ كما يلي: 


2 0 
بره 7 6] - 0/6000 
1 


1- (<) ]جه + )ع6 


وتعطى قيمه بجداول خاصة: 


الشكل (2 -2 -2) 
(4.2.2): تكاملا فرينيل [ 110 ربا اع موه ): 


تظهر هذه التكاملات في أبحاث الضوء عادة وتعرف كمايلي: 
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2 2 
27 إءى. 
2-0 مز | -«)ى 
د [69) 
572 0 
0 -- ومني | - («)م 
2-4 امه [ 69 
نلاحظ أن: 


(ل50 - حل-)د 


() - - لاه 


الشكل (2 -2 -3) 


نلاحظ من أجل القيم الخاصة: 
0< ل ) - لد 
لآ - (مه )5 - (مه)0) 


6 - - (مه-)د - (مه-)) 


ويمكن تعرجف التوابع المتممة ل(«/5 , (2/)) كمايلي: 


م - لاد + ل:)5 6 - ل + - ل 
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(2 . 2 . 5) الجيب التكاملي (/101 1/110 51/16): 


نعرف هذا التابع بالعلاقة: 


(2-16) ا 02 اند] - )51 
1 
4 2 
د امل 
00 ممم 0 
7 5 3 
ا "تنظ كن اكت > 01000 


7 5!5 اقرات 


نلاحظ أنه يمكن تعيين قيمة الثابت عندما 0 -2ا فنجد 0 - »© ولهذا يكون: 


إ(2-1(.)20-1) 21 وعد 


وعندما © جح عر نجد: 


ف كت - (51)6 
0 


وذلك حسبما برهنا ورأينا في تكامل فوريهه كذلك نلاحظ أن: 
510 - - ل«-) آى 


2 - (-)زى 
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الشكل (2 -4-2) 


(6.2.2): التجيب التكاملي (101 11+29 ©0511)): 


نعرف تابع التجيب التكاملي وفق العلاقة: 


نلاحظ أن هذا التابع زوجي: 
0 - )ان . هه - -(0)اآن0 


هناك جداول تعطي قيم هذه التوابع الخاصة من أجل أية قيمة لكا. 


الشكل (2 -2 -5) 1- 
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(2 . 2 .7): اللغارتم التكاملي (101 1160 0111١1‏ 00]): 
يعرف اللغارتم التكاملي بالعلاقة: 


01 
111) 


11) - 1 


لنبدل “6 -غ فنجد: ‏ +0 . أم - يان 


0 غ6 


2 (6)نط - )نآ 


2 3 


ِ 
ا لس ست بع غم[ ح 
!3.3 2.210 
3 2 
+ د يفا , ار 70 
31 22 
1 <ير لأن “م د ير , 0<) 
(2 . 2 . 8) توابع بيسيل (1©11005الاا اءعوو©8): 
تعطى معادلة بيسيل وفق العلاقة التالية: 
ارعدةه 2 2 
(2-19) ااا ع رود الوه 


حيث 7 عدد ثابت (عقدي أو حقيقي). 
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مثل هذه المعادلات التفاضلية ذات الأمثال المتغيرة يبحث عن حل لها على شكل تابع مؤلف 
من قوى بالنسبة ل« مضروبة بسلسلة قوى بالنسبة لا مثل: 


“.بيك !9 ابر دبل 


1-0 


يمكن افتراض 0+ م4 وهذا ممكن لعدم تعين 21 كما يمكن إعادة كتابة الحل السابق كما يلي: 
لخ بكر ف 0 
1-0 
بالاشتقاق نجد: 


“ناير يك 1 + 1) ١‏ حابر 


0-ا 


ع عمو لواب <١‏ سر 


6-0 
نعوض في (2-19) فنجد: 


لض ذا 
0ح]ا 


70 ال 0< 
0-] 


- 1-0 


نطابق أمثال المتحول « المرفوع إلى الأس 1 ,1+1 ,2+.........1+1 مع الصفر فنحصل 
على جملة المعادلات التالية: 
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0- ,2(4م - 12) ج 0- رم[ 2م - ] + (1- ])]| 
0 - بها 2م - 12+ )| ج 0 - بم 2م - زا ) +1( + )| 
(2-20) 2-0 يه + يم[ م - (2 + ) + (1+ )20 + )| 
0 - يم + يه[ 2س - 2( + )| 
ج 0 - يم + يه[ “م - و + ) +( -ع + )0( + )| 
مويه + بم ةم - 2 + )| 
لندرس لمكقودارية: 
0 - يبه + بق[ تدب ةنز + )| 
يمكن إعادة كتالة ما سبق على الشكلهة! 8791 
0 ع ميق + ,4 روت]|+) رمرم + ع[ +[) 
وبما أن م4/* 0 (عند استبدال 0 -)/ و 4-2-0) نجد: 
57 - ,1 أو 15-0 كو - كم - )أ 


فإذا درسنا الحل 60 < +7 - 11 نجد من جملة المعادلات (2-20) يمكننا تعيين المعاملات 


#ك......... رك بينما يبقى 40 اختيارياً. لنفرض أن 1 - 40 فنجد عندها العلاقة التراجعية 
التالية: 
ري ح بل 
(27 جع)ء 
نحول ع فنجد: 
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ك5 5 
/ ( (2 +22 5 


1 ل" 
(4 + م2()2 + م 20)4()2) 4 


وبشكل عام 


1 
(20 + 4()20 + م2()2 + 2:2 )(2 + ج21 )(27)...... (20)4()6) 


ص 


ك6 - د 
نعوض في العلاقة: 


“ك2 ادير 
1-0 


ونجد من أجل الحل الأول 7(/1 - 1) 


- ف + * -1 
 )2()4)2:+ 2()20+ 4(‏ 2جممة | 
كبر 
(0+سب2)(ك + 2()2 + :6)2 )47 


إن جميع معاملات ,42 تتحدد وفق العلاقة (2-21) لأنه مهما تكن »/ فإن معامل ,4 في 


المعاملات (2-20) وهي: 


0ع توم - 01+12 
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ولهذا يكون ,ير حلاً خاصاً للمعادلة (2-19)» وبمناقشة مماثلة يظهر أن حالة الجذر 71 - - 12 


يمكن تحديد كل المعاملات ,/ وذلك عندما تتحقق المتباينة: 
0د توم - 102+ 1) 


0ع عل + 2[ 
ولكن ,1 > 71 وبالتالي: 
راعدع| + را 
أي )عد را - را 
حيث 0 <2 وزوجي وبما أن: 
كر[ - - د[ 


يكون 0 - ع[ - را 
قإذا كار الإوور_ غير سكاع يمكننا كتابة ال5ة !0 22 الفا للمعادلة (24219) كتائلى : 
: ل غير لصحيع صصح والكادي يِ 


[ً # 


17 01 ز1ك يويد 9 
ير 2 


)2(04()6()-2 1+ 2()2 + 4()27+6( 0 


(2-23) 
نستبدل في هذه العلاقة 7 ب- فنحصل على سلسلة جديدة» وهاتان السلسلتان متقاربتان مهما 


تكن عر (حسب دلامبير). 


يمكن أيضاً البرهان على أن 71 ,2/ز حلان مستقلان خطياً (بدراسة النسبة :7( ,2/() 
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بعد ضرب الحل ,لز بثابت نسميه معين بيسيل من النوع الأول والرتبة 7/ ونرمز له ب ,مل 


ويكون حل المعادلة (2-19) هو: 


دك + بولك - ]ا 


ا 00 0 1 . “١‏ - إل 
(2(0)4()6(03(05()7) (2()4(0()5) (2(03) 


ويكون الحل العام ل(2-19) هو: 


3 نر + () ربرك ح بل 


2 
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وعندما يكون 0 <71 -7 صحيحاً فإن المعاملات ( 2-23) يكون لها معنى » ويعد بير حلاً 
خاصاً » أما العلاقة الناتجة عن ( 2-23) باستبدال 7/ ب 77- فليس لها معنى لانعدام أحد 
مقاماتها. 


وتكون دالة بيسيل من أجل 0 < / - 77 كمايلي: 


ف + ف 1 
(4 +2()2 +2(0)4()2) (2(020+2) ان 
ار 1 2 


)2(04()6(02+ 2()2+ 4()2+ 6( 7 


5 


6 جح -ومير 
11+12 


ولإيجاد الحل الخاص الثاني نبحث عنه بالصورة التالية: 


3-0 ” عد + (*) 10 0< ) رك ح (8«) ال 


1/0 


عندها («)م/ بتابع بيسيل من النوع الثاني من الرتبة 7» ويمثل عندها الحل العام بن 
0م 3 رظ + (60مل ركه - لا 
ويمكن الإشارة إلى أن: 


1110 1, )20- 


0جعن 


ولهذا نضع عند دراسة الحل السابق 0 - ر8. 
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تطبيق: 
لتكن لدينا معادلة بيسيل التالية: 
ادنر و كار 
2 
وبفرض 0 - 71 
عين الحل المحقق للشروط الابتدائية. 
2 - (ت)برج 1-0 
0 - (0'برج 1-0 


من علاقة (:),ل نضع (0 - 0) فنجد: 


2 + | )7 ا 1- )ل 
2 .- _ #بانت | نيزن 


روا كر 


عندما يطلب الحل العام للمعادلة المعطاة نبحث عن الحل الخاص التالي في الشكل: 


52059008 انطع 86 طٍْ كعد 22+« هلول - ”مل 
283 6] 3(2) /2 2208 


وبعد ضربها بثابت نحصل على دالة بيسيل من النوع الثاني ذات الرتبة الصفرية. 
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هناك أشكال أخرى مختلفة لتوابع بيسيل لا يتسع المجال لعرضها. 

(9.2-2): كثيرات حدود ليجاندر (حدوديات ليجاندر) 10111015الإاهم 6/01 1©0: 

إن لحدوديات ليجاندر شهرة واسعة لما لها من تطبيقات كثيرة في المسائل الميكانيكية 
والكهربائية. تعرف هذه الحدوديات بالعلاقة: 


0" )2"-1( 
4 


2 ا 
او 1,2,3 -2 

حيث ,8 ثوابت متعلقة بالمسألة المطروحة وهي تعرف من المسألة نفسها. 
إن لهذه الحدوديات (وهي من الدرجة 7) / جذراً حقيقياً مختلفاً على الفترة (1,1-) . 
لنفيض أن 1 - ,8 (دون أن يؤثر ذلك على عمومية المسألة) يمكن وضع الحدودية "(1 -2) 
بالشكل التالي: 

"1+ "1 م - "1 - 06 
والمشتقات الأولى لها حتى الرتبة (7-1) تقبل 1 + - «جذراً لهاء وحسب نظرية رول فإن 


المشتق الأول له جذر في الفترة ]1 ,1-1 والثاني له جذران في الفترة نفسها وهكذا. 


فإذا طبقنا مرة أخيرة نظرية رول نجد أن المشتق من الرتبة 7 يقبل 7 جذراً في الفترة ١‏ ,1-[ 
]1 عند 1 - يده وبفرض 1 - 8,١‏ (كما أشرنا) واستناداً لنظرية ليبتز في الاشتقاق المتكرر 
على الحدوديات ذات الشكل: 


"1ك - "1ج "1 - هم 


- 268 - 


5 11 1 _ 5 
ازي 2 لكي سي ع 2 سال 
0# 4 0 بول 


"(2+1) - )عر 
ومن أجل 1 -2 نجد: 

م "2 - (1) 2 
ومن أجل 1- - 2<« نجد: 


"(يه - ,1 


نعوض في عبارة (2))0 فنجد: 


نرمز بشكل عام لحدوديات لعهاندر ب(:2,0 علماً بأن 1 -(2,)1. 
"1ع - راع رط 

وحسب علاقة ليبتز يمكن البرهان على أن حدوديات ليجاندر تحقق: 
0 > ملا (1اخم) ١‏ - نم ,]1 2 + ور“ 1 ممم 


وهي(المعادلة السابقة) تلعب دوراً هاماً في نظرية حدوديات لهعهاندر لنفترض أن در 


"10 00 2 أي : 


1 2م عدم 2 د :اير 


1 عم 111 لقم عجر 2 - ١ر1‏ قمعم 
برعم 2 - أبور 1 ممم 


لنأخذ المشتق فيه الرتبة 1+ 7 للمعادلة الأخيرة نجد: 
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- روزن للخكك ب بور رجو + ”بره تيم 


ابر (م2) ر1خمم) + "رودم 2) 
وبسهولة يمكن كتابة: 
والكطفن رك يبا كر و2 كي بر 1 قم 
وعند الضرب ب,8 نحصل على العلاقة: 
0 > 600 ,لا (1خم) م - نم ,“ل 2 + وم ,“2 (1 - ممع 


وهو المطلوب. 
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مسائل محلولة ( 2 -2 - 10) وصعاطمءهم لعنااه5 


[ . احسب التكاملات التالية بوساطة التابع غاما: 


بالموازنة نلاحظ ‏ 4 -0 ج- 0-1-3 


نلاحظ هناك اختلافدً بالأس في التابع *© لهذا 


نلاحظ أن حدود التكامل لا تتغير لهذا بالتبديل نجد: 


كما نلاحظ الاختلاف بين لآم و 672 لهذا نفرض: 


نفرض ‏ -- - يرل 
2 


مم اح 


لكت 5 
برل * سين | ح- 2 1 
0 


0 


1-14 - 3-6 


60 ضعت 
000 0 حيا 
0 


0 


2 ث 23-2 
2 


0000 حِ بره مسرل ير 1 
0 0 


0 ددن 
4 
0 
4 2 
4 7 1 
0[ -/د و 1 


نفرضص 2-*«م[- ومنه 45 6< 2-0 حح1-خ ؛ م - ج ج 0 - ير 


2 5م - - يول 

لم6 
07 0 - 2ك اح رك[ 
2 


02 “7 5 
0 
2 ا 0 1 42- 
م جح 42د بر جه 0 - 7 
1 
1 1 
اك وره 7-12 
4نف . .. 2 
0 ح مل جح 00ح 2 ار 0 - مرج 0 دع 


1 


1 1 وت 05 
1 1 1 
6 42 بدك | 1 


117 
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2. احسب قيمة التكاملات الآتية بوساطة التابع بيتا: 
ف 11 


ل 0 يل -ع«0 07 -20 2ل 


0 0 
5-4 ج 1-3( : 3- نج 2 -0-1 


د بيرك ) 7ه 


- (6)3,4 - إل 
107١ 6‏ (603,4 > 
1 2 رجي 
اك ل 
ا > - 2ل 0حير 1 


نلاحظ اختلاف حدود التكامل مع حدود التابع (65 ,0) لهذا نجري التحويل 


- ل ج 1د 2 وها حدود التكامل فتصبح: 


1 50 1 1 
20 0-8 200-27 0-8] 212 /. ار آل 
0 0 


م و رفور كرينة 9 0 5 


ىت ادم 


5 
2 جل22.2 0 


!5 عنلدةءع 7 2 


-273- 


- 274 - 


1-] جح ودر 


1 
ل “1/145 | 7ه - 
0 


لحساب التكامل التالي: 


نجري التحويل +- 51770 


يمكن استخدام النتيجةاكدتلتون. 


نوازنه مع 0 10“ رزى 2"760وون | - ,1 
0 
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(1)0رم 1 1 


1- |] 00 
0 


ل - 06 2056) 251716 


01 


شك - ون 
6 -2.,/1 
غ0 1ن 1 17 
1-80 2 -1) ل 27 


1 1 
1-نر 5 1ح -- 
د ب 


1 
(+)1 2 مما - 


5 
006 0ن ]| -1 
0 


7 7 
نفرطق ١‏ وال 


حدود التكامل لا تتغير لكن: 


1 
1" 
ب 
000 
2 
علداة 1 
2 
وم 
!25.6 
12 7 
كَ ا 
بز +1ن 
0 01 8 د بر 
07 
6 
7 غم 1 
ك1 
5 7 
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تمارين غير محلولة (2 -2 - 11 ) 75اءاامعط /01غ771ءامرملاى 


1 . بوساطة التوابع الخاصة (10 و (0,58)/ احسب التكاملات التالية: 


ُ. 0 “تير 
0 0 

ج. بره “مسرلة | مه “5 
0 0 

ه. كح ات ا 


1 
55 حك "080 "| 


0 
مسألة هامة: 
2 . برهن على صحة مايلي: 


(0) 7001 1 
(م+2) 21 


- 06 277160 رزو 25160 وون0) 


3. احسب التكاملات التالية: 


8 1 ر 4 
أ. )6 | 2 ب . عل | 
0 


0 


ج- ترل تر مكبر 2 ع 00 
0 0 
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ا مت 


0 
ه. 0 0570 "ماك | 2 و. 0054606 
0 


ز ٠:‏ عل م تاقد | 2 ح. 5 / 
0 0 


4 . برهن علي صحة مايلي: 


27ل 
5 . برهن أن: 
7 
2 
توجيه: استخدم تكاملات فرعييل. 
6. برهن على صحة: 
| 1ه 
(2-1) ...0 
27 
,ع 
3 03 3/3 
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ف 
ا 
0 


1 
ع - - “ع 1/1 
0 


اش ]| 
2 14 


05 


28 شن 


تسن 6 
6+ 0 


الفصل الثالث 
تحويلات لابلاس 


101010 5 


مقدمة: 
ليكن ()7 تابعاً مركباً ذا متحول حقيقي + مستمراً على الفترة (6, , ©) > + التي قد تكون 
مفتوحة. نفهم التكامل التالي: 


00 15 1 مز[ - 044 5 


هبنو 0جم 


بأنه موجود عند وجود هذه النهاية حتى لو كان التابع غير مستمر عند / أو به 
وإذا كانت /[ - + تمثل نقطة انقطاع حيث / > 7 > 2 عندما يمكن فهم وجود التكامل 


١ +1 / 100‏ دن - 04م ] 


عبر 0ج1م 
مفترضين وجود النهايتين ( ,ع م بالحالة العامة). 


يمكننا تعميم ذلك في حالة وجود أكثر من نقطة انقطاعء كذلك يمكن تعميم ذلك عندما تكون بن 
أو # أو كلاهما معاً يسعيان إلى 50 فنكتب: 
م-م/ 


44 0) م م[ - 00 


م صج] 
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/ 6 
)1 آٍ دنا -06() 1 ا 


7 ممدو 


مفترضين وجود هذه النهايات. 


وعندها نقول إن كلا من: 


دم 7 
0001 0 00 


مديعم 


وفي غير ذلك فالتكاملات تكاملات متباعدة . واذا كان التكامل عق )مال متقاربا (حتى في 
0 


حالة مه - - ين أو مه + - 6) نقول إن هذا التكامل متقارب مطلقاً أو بإطلاق. 


(1-3-2) تعريف : 


ليكن (25 ,50 تابعاً (دالة ) وسيطيًا وسيط ه10 > 5 عقدي ومستمر بالنسبة 


]6,ه] ء ] (ربما عدا بعض النقاط المنعزلة). 

5 ##وى - 77 

إذاالاوان كرد ,وي (متعاكباييعلى (ا وكان عن رو ,:) 2 متقإيهاةعندما مزق ا عزاها يأل 
0 0 

إن 8)1,5(04] متقاربٌ بانتظام على 0. 


(2-3-2) ملحوظة: 


. نقول عن قضية إنها محققة على فترة (/ , ©) باستثناء عدد منته من النقاط المنعزلة إذا لم 


تكن محققة على عدد محدود من النقاط على أية فترة محدودة مغلقة محتواة في ( ١0,‏ 
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. هناك شروط كافية لتقارب تكامل وسيطي بإطلاق على منطقة 0 وهي إمكانية إرجاحه 


(مقارنته) بتكامل حقيقي لتابع غير سالب. 
(3-3-2)مبرهنة: 


إذا كان (5 ,6) 2 تابعاً مركباً ومستمراً على الفترة [0 ,0] > + وكان (1 > 5 عقديلٌ باستثناء 


عدد محدود من النقاط المنعزلة بالنسبة ل2» وكان (5 ,706 تحليلياً على © مهما تكن ,يم] ح + 


] 6 وبفرض-. 5),5(0»)مقرون من أجل كل منطقة مغلقة محتواة في 0 بوساطة تكامل 


02 


متقارب لتابع غير سالب وحقيقي» عندها يكون كل من التابعين التاليين: 
,)”7 | -(9) ب د 450046" | -6 ب 
نقبل تلك المبرهنة بدون إثبات. 
المقصود بمقرون (مرجوح) بتابع حقيقي غير سالب. 
(4-3-2) تعريف : 
بفرض ()1 تابعٌ مستمرٌ مقطعياً ومعرفٌ من أجل 0 < 4» فنسمي التكامل (في حال وجوده): 
41 )1 | 
0 


تحويل لابلاس للتابع (12)4 ونرمز له ب 


0< 41 ع -01) 11م - (ى) 0 


0 
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إذا كان (1 معرفاً من أجل (0 ,0) > عندها لإيجاد تحويل لابلاس ل()7 نمدد هذا التابع 


على الفترة (0© , 0) > + حتى يكون.التكامل: 


ل "0.6 17 | 
0 


موجولةا. 
نصطلح على أن: 


نز[ 00م 


+0جع 


() 1 رز - زم 1 


(5-3-2) الشروط الكافية لتحويل لابلاس: 

تعريف : 

بفرض ()7 تابعاً عقدا © مستمراً على الفترة 0 , 0) 56 ربما عدا بعض النقاط المنعزلة» وإذا 

كان و5 أصغن, عدد حقيقي يجعل التكامل. م0()) *-6 | متقارباً ومتباغذاً عكس ذلك دعي 
0 

العدد م5 الرتبة الأسية للتابع (7)6 (وهو أيضاً متقارب مهما تكن م5 < ,5 26 ومتباعد 

عكس ذلك). 


واذا كان التكامل السابق متقارباً مهما تكن 5 عندها دعيت الرتبة 0ه - واذا كان متباعداً مهما 


تكن 5 دعيت الرتبة 6. 
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(6-3-2) تعريف : 
نقول إن التابع (7)6 ذو مرتبة أسية / إذا تحقق: 


> )“عورزلا 


وج 


حيث أآ/ا/ محدود و > 0 


إذا كان التابع (2/6 ذا مرتبة أسية محدودة عندها يكون التكامل: 
0 
0 


تابعاً تحليلياً من أجل ,5 < (726)5 حيث م5 الرتبة الأسية ل)1. 
(7-3-2) تعريف: 


نسمي ()7 المستمر على ٠2‏ 0) [ربما باستثناء عدد من النقاط المنعزلة] (وذا مرتبة أسية مك 
المحدودة) أصلاً للتابع 1 حيث: 


مه 


41 كه | / 


0 


ونسمي (7)6[ صورة الأصل (8)ع. 


(2. 3 .8): بعض الخواص الهامة لتحويل لابلاس: 


1 . لنفيرض (5) 3 9 53 تابعان وسيطيان ومعرفان كما يلي: 
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ان لم 


+04“ | -ه) رط د علاط" | ده 1 


وليكن ,ن) ,2) عناصر من حقل مركب ن) عندها 
[0) ع أع © + [0) , |أمط ,0 - [(()) )© + (0) ,2) ,]ها 
البرهان: 
واضح من تعريف تحويل لابلاس وخواص التكامل. 
2 بفيض (0) ب[ -[5)0]ه1 
وبفرض 0 <0 عدد عندها 


5 


8 7 -1م) امنا 


الإثبات: 
حسب التعريف 
(ه) 1 ادم آٍ - [(نته) هآ 
0 

نبدل 01-2 

1 
06-2 

0 


02 1 - [(2) اها 
0 
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86 0 1 -[( )) ]مآ 


3 بفرض [0) 15م - (9) ب وبفرض ‏ > 0 وإذا كان: 0 - (7)6 من أجل ح >8 عندها: 


(9) 17 ته - [(-ع) ]مآ 


1_1 )- 2 


18 0 


1 0 
الشكل (2 -3 -1) الشكل (2 -3 -2) 
بفرضص 2-2 -] » 02 -06 


عندها: 


]ل “مرح -ع) م - [ز -)) ]هآ 
0 


واالي + ري كم - 


-_-0 


عمسم تعس | + 0 كله 0] < 
[0) ]5*1 م 


)3( 0 م د إ[ع -ع) [مآ 
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4 . لنعرف التابع 


1> ]) <0 
0> > 0 


]1 0)تآ 


0 


10ج ٍ -[0) ]1.4 


0 


11 2 )< 0 


1 
-هه -- [() لا]0آ1 


5 
وبذلك نجد: 


اد روسو 
5 


5 لابلاس مشتق تابع: 
لنفرض (16 يحقق شروط تحويل لابلاس» وليكن [0) 1015 - (5) 77 ولنحسب لابلاس التابع 
المشتق (1'')6. 
هنا نميز حالتين: 
أ. المشتق ()) “7 مستمر عندها: 

00 0 -[() 0]1آ 


(5)0) ف“ | - [ه) "امسا 


0 
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20 


)اكد آٍ و+ )مت - 
0 


(*0) - 0) ب[ د -[0) امآ 
يمكن تعميم ذلفت" : (*0) 9" صرلحر...... (01) 5ت رن حينواك [ن) ”ام |م1 
ب . المشتق (1')6 مرقطع عند © - 8 نجد عندها: 
١‏ ره + م -[)” اها 
0 0 
نكرر ما سبق فنجد: 
41 ] 15 6) 51م +01 0) ]| كٍ )”ع - [()” 1011 
0 0-1 
(5) 77 دج (خم)س "تم - رحم) »تم + (*0) 8 - 
56 ٍ 50 »-ه -(*7)0 - (5) م 5 - [)* ]م1 
يمكن تعميم ذلك على أكثر من نقطة انقطاع. 


6. لابلاس 014 | - (0) © 


حيث [(0) ]مآ - (5) 1 
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506 دمو 


[0) ام - [() ©1016 


506)5( -6)01(- 77 )5( 


لكن 0 - (0)© عندها 
للها - (6)5 
5 
ا 3 00 ام 
5 1 
5 ه: ١‏ 
- 44م | 0 | 1 


7. تحويل لابلاس للتابع الدوري (2)6: 


لنفرض أن الدور هو 70 عندها يمكن كتابة (7”)6 كما يلي: 


10 3 10 2 10 
الشكل (2 -3 -3) 


- 290 - 


نللاحظ: 


+ (6) + + () بط + )مط - () 1 


أ > ]>0 ()آ 
0 | - 80 
عدا ذلك 
0 >1 >1 1 
(10- 100 -)10 - )15 ج )مآ 
ذلك 0 
3 
711١ >] > )2-11‏ 0 
و17+م) >1 > وك 0 0ب 
عدا ذلك 0 
1 
(51 - )) نا(م1ه - )م1 - 0) ,15 
وبالتالي: 


[(210- ]) نا(71 - ]هآ 5 -[) ]ها 


0حر 
0061 82 2 
1-0 


م ار رو -[0) ]هآ 
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0 5 © 1+ 05م تلاق‎ ١ 


0 


0 1 0 


لأن ما بين القوسين لسلة هندسية أسابكًا ا#س ع8 


10 
]| 
1 [0) ]مآ 


ل 0 
8 . مبرهنة القيمة الأولية: 
عند وجود النهاية يكون: 


(9) سر ع مز[ - 0 رسرزا 


وجو مجع 


1:0] ”)©[- 0000 
0 


1١‏ -(*8)0- (و) بو 


١ 
5 نأخذ نهاية الطرفين عند مه ج‎ 
بر كحصنا‎ ( - "60-0 
لأن (0) 17 مستمر مقطعياً من مرتبة أسية.‎ 
م0١‎ - )نر 5 وطن[‎ 


وجو 
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© عوبزا- مم جنا 
9 . مبرهنة القيمة النهائية: 
في حال وجود النهاية نجد: 

© #رعريزا- فقميزا 
لدينا: 


(5)0 - () يم 5 -[0)* امآ 


0 


(0) 5 - هه جر كد عوق) "5" | 
© -ها م عوزا- مم“ | ونا 
(*5)60 - 6 بر حورن[ - 10 
(*5)00- (8) بز عدن[ - (*5)0 -(م) 5 
100006 

0ج 5 


(5) سر تنخ[ - 0 رز[ 
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(2 . 3 . 9): تحويل لابلاس لبعض التوابع الأساسية (الدوال الأساسية): 
5 انا !| /[01 1116/11[ © 501116 0# 011115 ]170115 ع©0أام0] 
1 . وجدنا أن تابع هافي سايد يعرف كما يلي: 


0 <2ك- 1 
0 > >0 


أ 0)تآ 


إذن: 


| 3 00 -[2)0 هآ 


0 0 
وبالتالي: 
-[0) هط 
وبهذا نجد أن أي تابع نريد حساب تحويل لابلاس له يمكن كتابته: 
6) )7 - )م 
وذلك من أجل 0 <) 
2 . تحويل لابلاس للتابع الثابت: 
0 د راع 
ف - [()0]0:11آ1 
5 
3 تحويل لابلاس للتابع الأسي: 


(06) نآ “م - () ]1 
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1 
5- 0 


0 “كم م -1[() 0 “1:0]6 
0 


4 . تحويل لابلاس للتابع: (6) 407 -(1)6 


5 تحويل لابلاس للتابع: 
() لا01 ماد - خا 


-01 -101 
0 6 - 2 


21 


غ0 -[()) نتمم ئها 


5 جح - [()) هه ذك[ه.ا 


2 
6. تحويل لابلاس للتابع: 
(©) 050110 - () لآ[ 


هذ يكيكدة . 1 -[()ن هومن |10 


0 


د [0)لهغهومن |ه.آ 


كع “5 


7. تحويل لابلاس للتابع: 


8)تاغوصى - 8) رز 
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8 . تحويل لابلاس للتابع: 


9. تحويل لابلاس للتابع: 


وعندما 7 -0© نجد: 


0 
52-72 


-1[()) ]ا 


5 


“ع 52 


ح [()) 0]17آ1 


1) - 20 )0( 


1 6 كدق - [(0) 13 ]هآ 
0 


1+ع)1 


5-7 -[()لا ]ها 


ادي ” اك -[0) ”ما 


5 + 5 2+1 
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(2 .3 . 10): التحويل المعاكس لتحويل لابلاس (مقلوب تحويل لابلاس): 

©0)6 |62 ! ء5زء |١١١١‏ ©1116 
فيما سبق ذكره ذكرنا تحويل لابلامن وتحويلات لابلاس لبعضن: التوابع الأساسية المعروفة سوف 
ندرس المسرألة العكسية » أي لنفرض لدينا تابع ما (77)5 والمطلوب إيجاد التابع (1")6 
المحقق ل: 


[0) مام - (5) بر 


سوف نسمي (706 أصل )1 و 0 صورة (1")0 . 


إن هذه العملية تدعى عملية إيجاد تحويل لابلدس العكسي (1)0. سوف ندرس حالات خاصة 


ثم ننتقل إلى الطريقة العامة لإيجاد التحويل العكسي ()17 . 
1 . إيجاد أصل التحويل (مر + 5) ب 
لدينا: 

[8) ]م - (ه) ب 


مه 


4 0) 5“ | 02 ب 


لنبدل في العلاقة الأخيرة (والصحيحة مهما تكن 5) كل لم +5 ب 5 نجد: 


]ا - مر + ى) ب 
0 


- 297 - 


00 


2. إيجاد أصل التابع (5) 7 


لدينا: 


- 298 - 


0 ك0 ]| 0 
0 


[0) 7 “7 ع ]ما - وير + 5ى) 0 


(6) لاغمذ كته - () 1 


لخصذ داهس -[()) 0]17ا1 


5-3وج5 


رم <1() اها 


3000 0 


044) 017-) "| - (5) بر 


مه 


)5 02) "| د (5) 7 


0 


لك 


041 "لح “م ] 2و م 


0 


60 


010)01) 5" "كام - 0 ير 


إل © 
)لد( 17"7-) - © 5 دم 


أوجد تحويل لابلاس: 
0) :ومن ] - )1 


[() 5110مث)]ه.آ- - [()) ]ا 


20 1 


+152 ار 
62+07 |00 
5-1 
0 كك ]0ط 
ري [©) لاه 


3 . #جاد أطللق التابك :4( | 


لدينا [0) ]م - (9) ير 


6 


0 )كت ]| 0 


0 


يعم 


05 ماص 1 - 5(05) 0 


ادن 
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ضمن شروط تحليلية نفترض تحققها نبدل الترتيب بين إشارتي التكامل أي نبدأ أولاً بالمكاملة 
بالنسبة لك دثٍ بالنسبة لغ فنجد: 


53 


عفهاطت ل 5 2)05) ]1 


5 0155 


0 ظ م تم 5 


اد 0" 


0 


لا - 0-26 


1 
تطبيق : 


5 [غصذ 15 ]| - ولك مر 


05 5 
521 
7 7 1 
1 2-6 - - 
يمكن إيجاد فحويل لابلاين العكني ليحن الترايع يشكل مباشر. إذا كانت كتقابه مع يحض 
الدساتير فمثلاً: 
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1 
م5 - د 11 
0 2 | : 


()2053111) - ا 


1 

2 4 4 
1 52 +1 

4 )سل | - 
0 


)نا( 51وم) -1) - 005 - 


:)11٠3 .2(‏ الطرق العامة لتحويل لابلاس العكسي: 


بفرض (9,)5(,9,)5 حدوديتان بك ذات أمثال حقيقية وليس بينهما عوامل مشتركة وليكن: 


ا 
كسرأ بويا اتنا ليؤجد التحويل المعاكس ل(5) 7 : 
هنا نميز الحالات التالية: 
أ.ل(5)رو6 7 جذراً بسيطاً مريه ....... 0 عندها كما نعلم يمكن كتابة (5) 77 كما يلي: 


- 301 - 


وبسهولة نجد: 


نحت 


ب . عندما توجد جذور مضاعفة ل(5) 92 


(©6) تالدع 38> - 
1-1 


1 م 
ا اسع ! 


7 


34 


5+2 5+3 


1 - (9) بر (2 + 5) وروز[ -4 


2-جو 


1- - (5) 3(2 + 5) ورورز[ - 8 


500 


5 +3 


0 تتم اقم - نآ 


لنفرض 0 - 5 جذر مكرر 11 مرة عندها: 


- 302 - 


حيث (ه)0 ع 0 


حيث 15:)0(<40 


وكما نعلم تتعين 


.., 11-1 


1) - 1.0 ]58)5([  ثيح‎ 


5 301 
تطبيق 


(005 "(نه- 5) - (92)5 


0ق _ ١‏ 
0 (5) ب[ 
كم . 5595-0-50 70 
4 ع 
(5)5 + 0 ار 


0( 8 1 6) “62 إل حم 7 5 3 قر 10 


1 بم 
ا 


8 و8 4 
دا 3 - 
(5-2) (5-2) 5-1 


1-(9) مر (6-1) مرز] -ه 


0-1 77 27خ ه) روسن[ حبو8 


9 ع 7ه 6 جنا 8 


1 
)5- 17 


5-2 


1 - 1_1 حر 
(8-8) <(2<-5-1005 


0 6+ 56 93 0 50 
ج . عند وجود جذور عقدية ل(5) 9 مثل: 
يكون 2-16 - ,5 الجذر الموافق. 
إذا كررنا ما سبق نجد عندها أن (5) 77 يمكن كتابته: 


8 + ككل 
+ *(م- و 


و 02م 


لأن: 
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9) 8 [( - تزه - مإ - )يو 
ويمكن تعيين كلٍ من 8 ,/ كما يلي: 
(8)5 [62 + 2( - ى)] + [8 + مه] - (ى)س[ 62 + *( - 5)| 
نعوض 5 ب 1+ © ونطابق بين الأقسام الحقيقية والوهمية بين الطرفين نجد: 
4-1مر + قجمم 


حلت" 7[ /امظلومة عندها؛ 


إذا عوضنا في عبارة (5) 7 نحصل على عبارة علمت فيها 8,4 عندها: 


8 + كل 


اكد 


0 611 + ]517/0 “0م 0-8 + “4005/16 - [(5)] ]1م - ) ]1 


أي عبارة تحوي فيها تابع أسي وتابع مثلثاتي. 


2 تطبيق : 
أوجد التحويل المعاكس ل: 
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1 نم 
201052 
1-4-3-<م 
تطخ مو 
2 
13 
لحو 
8 3 4 )2 
درو تدرو 
2 2 
قلف اميك 


(10)66 * م8+ 5*5 46 |-()مآ] 


5 بقام, فك 
2 م2 م8 + 23 م2 46 |- 


0 


1 كدر قار 
(20)00 6(* مظع 3 46)- 


يمكن تعيين 4/ ,8 وتحويل العبارة إلى عبارة مثلثية مضروبة بتابع أسي. 


ء . عندما يكون ل(5) 02 جذور عقدية مكررة تكرر ما سبق في ب واج. 


(12-3-2) مبرهنة الطي 11201617 011 أ آنااه/ا011) 186: 


بفضض [7,)0]ما -(0) شر : [0) ,آم - (5) جر عندها 
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لاك (لا - ع) 17 ا 3 590 م 


لهل نا - غ) 1(لا) | - 
0 
الإثبات: 
إن المطلوب يكافئ القول: 
9 18 01 33 زن) ب ]م 


لدينا: 


مه 


لال (نا) اع -(5) 5 


نضرب الطرفين ب (5) , م[ وهو غير متعلق ب با 


مه 


(0) 1 (5) ب يقت | لز ب ب ا 


[(ن -)) ,]م - (5) 5 6 


نك (0) ,1 [( - 6) ]مط | - (ه) رجز ١(ه)‏ كل 
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لاك (نا) 17 3 (لا -ع) و1 0 5 
الكداقل 
ضمن شروط تحليلية نفترض وجودها وتحققها نبدل بين إشارتي التكامل فنجد: 
500 عمل م - (5) (١,‏ 1 
لكن 0-(/-))رم من أجل + </ لهذا: 
01 3 (ا) ,1 (مادع) ا د (5ية لها 
3 (0) بط زلا - ع) رآ | م- )35( ,(ك) سك 


4 00 و - »)| -| ها 1[ه) , ام 


إن مبرهنة الطي تستخدم من أجل إيجاد التحويل اللابلاسي المعاكس ل لتابع (5) 1 باستخدام 


الخوارزمية التالية: 
1.. نحلل (8) 7 إلقيجداء تابعين (5) يز او (5) رب : 
2. نوجد هيع مد ممم ماع “مانام 


3 نطيق المبرهنة: 


تطبيق : 
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أوجد مقلوب تحويل لابلاس (المعاكس) ل: 


5 نم 

52+7) (قار 

1 5 م 

2 م 150 

0 رع - )8 
7س هناد الك 1 
517110 - (نا) دآ لا 05) - (نا) رآ 


نختار أحد التابعين (12)1 أو (0ا)2 ونقوم بإزاحة + على أحدهما وليكن (ما)2/ أي نأخذ 


التابع (را-])5111 وبعدها. 


58 
لال لا 05)(لا - ])517 | - جياه 10 
ا 1+ *5) 


لال د - )51 اذ 5] أ 5 


ع 


1 1 
(210 -غ)ومر) - لجاز 5ح 
4 2 


0 


5 58 
لوحك 3 7 10 
2 (1+ 527) 


(13-3-2) تحويل لابلاس لبعض التوابع الخاصة: 
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:5 ]اناا |0أع © 50 501116 [0٠‏ 011115 [170115 1066م 0] 


1 . التوابع النبضية: 
لنعرف التابع )6 كما يلي: 


0>] > 6 
0, )( - 


م| مم تك 


عدا ذلك 


الشكل (2 -3 -4) 


١ 0‏ ص 1 1 
نلاحظ أن هذا التابع تكون قيمته كبيرة أكثر كلما كانت م أصغر ويمكن تشبيهه بقوة كبيرة ي 
تؤثر لفترة قصيرة م ونلاحظ أيضاً: 


60 -- 2 )(06-1 
0 


-_-60 


لنعرف أيضاً التابع (8]6 المسمى بتابع ديراك وهو يعرف كنهاية للتابع (6) ,6 عندما 0 جم 


فنجد: 


-310- 


44 ©) ,0 رجرز[ ا 3 000 


اج 75 مص-_- 


4 9,00 | رز[ - 


060 نجع 


1 1 
1-عم.- ورور[ - 


© لجع 
وهذا التابع (0]4 يستخدم كعملية فيزيائية حدية ذات قيمة متناهية في الكبر عندما تطبق على 


فترة متناهية في الصفر بشكل نبضة واحدة. 
من تعريف التابل (6.)8 يمكن كتالة مائلية 

[( -»)نا- قا ن] - 0,0 
نلاحظ: 


[(6- ا -[0) تاأهآ -[0) ,1016 


52 6 يخ 7 
55 5 
-[ن يماما 


(0.)2 ور[ - )0 


0جم 
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كذلك نرى: 


وحسب خواص لابلاس مشتق تابع: 


2 تحويل لابلاس للتابع 124-(1')64 حيث 0<] 


اعتماداً على النهاية التالية: 


لأن: 


-312- 


[©) ,اه رز[ -[0)ت ]ما 


6 ج17[ - )0*0 
مجع 


(ه - )) لا-()) لا 2 . 
حتتككتتك )وف روزا 
3 (مججع 
(60) لا - (6)0 


[0)* ]هط -[0) 6 ]ه.ا 


(1)0-[0) تاأمآ - 


1- ِ -[1616)0آ1 


0 -(- غصاع) رررز[ 


0ج 


نجد بتطبيق خاصة مشتق لابلاس: 


نكامل: 


للك ردن يدت 


- (1 -غ صل)؛ رورز[ 


0ج 
1 
7 1-]ص[ ‏ . 
7-0 - مننا- ,+ 2لا 
د -_- 0ج 0 0ج 
3 ا 
© “7 - -[ صاء]وآ 
حيث إغصلزهط -(5) 0 


]هط -[غساءام -[) - ماء]ه] 


1 0 
رححت 77 - -[غ-:صاء]ما 


ما - صلع] حل  -‏ ساءامطه - :2 - ]صا )[ه.آ 
جاسم 
4-2 ماع )|هط 


5 - 


مر م 


كها- - (5) ب و +6 


-313 - 


من أجل: 1 - 5 نجد: 


0 ك0 


3ح 0 غم[ ده 
0 


_ 5 + 7 


-[) ناخ صا|ه؟ 


3 - تحويل لابلاس للتابع (6)4: 


1 


3 1 م -[6) ]10 


0 


[ان غصذكى]ها 5 
5 


1 05 


5162+ 


5 


60 


1 
و1 - 
5 


5 
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4 . تحويل لابلاس للتابع ()01 : 


يبرهن أن تحويل لابلاس لتابع التجيب التكاملي هو: 


2 0 
)1 الا فم - 3 051 ما 


ويبرهن أيضا أن: 


لد ود -[(*6) نهآ 
5 
حيث ('2) 1 تابع اللغارتم التكاملي. 


2 1 
ل _اصحساكة] ا 07 
(2)20+2 2 |(1+م)2"1 


4 0 


+ +4 + 
(6 + م40)2 +م2()2 +م 2.4.6)2‏ (4 +م2()2 +2.4)20 


هذا التابع له الصفات التالية: 


وحم 0),ل"1-)- 0)_ل 10 


-315- 


0 - )شك - () يور 2 


هة”-[م,دم] كك ره 


وعندما 2-0 ..يكون: 


ا 
"ا ا مق 4 


والأخير هو التابع المعمم لبيسيل. 
إن تابع بيسيل يحقق المعادلة التفاضلية التالية: /5 
0 - 0) 0( 2م - 6غ) + ق) ل + )2 
لنوجد لابلاس ()) ول 


حسب التعريف: 


!6 1 إل 4‏ 1 نح 6 


-316- 


إن استخدمنا علاقة تعريف تابع بيسيل من الدرجة 7 (7-0 هنا) كحل للمعادلة التفاضلية 


التالية: 
0 - )سل + )1 + )لدع 


لنطبق تحويل لابلاس على الطرفين آخ ذين بعين الاعتبار أن: 1- (20)0ة. و0-(0)0ل 


وبفرض (2)5 هو [(1.0]7)6 نجد: 


وبالاختصار نجد: 


© 7 © 2ه 


05 511 
07 )5( _ _ 05 
2 )( 50-51 


+ 6 -(5) يرما 


1 


1+ 2وله 


صا رك) ”صا 


يغ ده 27 


52 +1 


-317- 


يمكن تعيين الثابت © من مبرهنة القيمة الأولية فنجد: 


0. 


3-338 - (52)5 رررز[ 


1+ 52 مجو 


1 -» ج-1- ()) ول وورز[ 
0ج 


1 


الندت 5 


- [ ين ]هس 


لب -[0ه), ]م1 


2+ 2 5ه 


من أجل حساب [(),150]7 حيث () ,7 تابع بيسيل من الدرجة الأولى نجد من الخاصة: 


(106- - (غ) ول 
767 إمعطكد]ز[ )ند ]م 
[(0) يش [ ريم | - - 


وك1] د وز 5 


ارخ اعم 


-1+ ع 


(2- 3 14): الصيغة العقدية لتحويل لابلاس العكسي: 
:0 أنا01111] 011 أكاء/١١!|‏ عا أم 0111١‏ ) 1/76 
بفرض - [0]5)0 -(5) ب 


عندها تعطى الصيغة العقدية لتحويل لابلاس العكسي كما يلي: 


-318- 


8+1 


ثم 1 
0 <] 5 (5 “م| تح )رآ 
(5) 1 0 0( 


0 - )2 من أجل 0 >) 
هذه ا لصيغة تعرف كا : بصيغة بروموينش. 


إن التكاملة السابق ينجن :لإليوظ العتقي (ري) علس لاشيم م جد رياني العدد 8 
بحبيهات #لفوريمين كل لاط يفن نوا دن 1 2011© رفي البيياة: ليطالة در 


الشكل (2 -3 -5) 


إن التكامل السابق يفهم كما يلي: 
ادق دهم 
7 1 ا سنا 
مدق ززم صجا| 
إن محيط بروموينش السابقك 480104 يحقق ما طلب من المنطقة (1 في الساحة العقدية 
لإنجاز تكامل الصيغة العقدية لتحويل لابلاس العكسي. 


وحسب نظرية الرواسب فإن هذا التكامل: 


-319- 


عم “6 عل لم2 - عه را ا 
حيث ,4 الأقطاب الواقعة داخل محيط بروموينشء بالتالي: 


زعم .م 1 
4 ,(5) ”1 56ر2 2 سر - () 2 


ام م 7 )مآ 


7 4 . 
ا" 


أوجد تحويل لابلاس العكسي للتابع: 


نلاحظ أن أقطاب التابع: 


1 
+0 1+ خا 


ل إوهمغ][ 


3 
بعياً 0 


ب سود سح وا 0 


حا 


: و17 أى 
52ج مساك ع أت كلك 5ع 
(1+ “2 5)كى 


)17 (51م) -1) - ()) تنآ ١‏ + “مدل - )مآ 
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(2 . 3 . 15): تطبيقات تحويل لابلاس: 


)6/0 زه 5ذا0 اكه أأامم لم 


لتحويل لابلاس تطبيقات عدة: 


1 . حساب بعض التكاملات المحددة. 


2. حل بعض المعادلات التفاضلية. 


ككل كادات نفاقلية. 


4 . حل المعادلات التكاملية. 


1 . يمكن استخدام تحويل لابلاس لحساب تكاملات من الشكل: 


4 () 7ه | - 1 
0 


حيث يصبح التكامل / مساوياً للابلاس التابع (]2 من أجل 0- - 5 فمثلاً: 
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غ0 | غ7 


0 


ل 1ي2] 


2 

”7 و _ ايه 

1- ] 04 
0 


17| 


2 . تعطى المعادلة التفاضلية ذات الأمثال الثابتة ومن المرتبة 7 بالعلاقة: 
(1)0- ()) 7ه + () 2رره+ سيط م لقا يو د م 0ب 
حيث تعطى شروط البدء كما يلي: 
22000 , و(©)' 7 , (2)00 
معلومة كذلك الثوابت م0 رو والتابع (غ)2 معلوم. 
لنفرض أن (5) 7 -1.0]2)01 


لنطبق تحويل لابلاس على المعادلة التفاضلية فنجد علاقة جبرية ب (5) 7 وحدودية (7()5 


أي : 
(5) 7[ -(5) 050.7 ]1 
ومنه: 
ات إلى جا 
(5) ]1 
ومنه: 
3 م )7 
50 0] 


أوجد حلاً للمعادلة التفاضلية: 
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7*0 - 37*00 + 7)0- 1 


2)0(- 70-0 


6 7 +7)0(1 - (8) 7 5]ة - (7)0 - (5)0 - (و) 7 52 


ده ره دوك 2ى) 
5 


1 


2 2 52)62-35+31( 


حسب الصيغة العقدية تحد: 


2 2 
لتكت وارنك دوم 
1 ع 2 9 


- 31 ف “6 وم 

ا 0 اد 1 -- 
0 2-2 كد ييا 8 

لكل لقعنة - 4+-- )5 
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في بعض الأحيان عندما تصبح رتبة المعادلة التفاضلية عالية عندها يصعب تطبيق الطريقة 
السابقة لأن عملية إيجاد (تفريق الكسر) جذور (7()5 عملية صعبة لهذا نلجأ لما يلي: 
لتكن لدينا المعادلة التفاضلية المطلوب حلها مكتوبة بالشكل التالي: 
7)0 - ()) يفا () 2ن + .خيرم 1 "بين + () 00 27 
ولنفرض أن: 
200 )0ج 2ج ,(7*0 ,(27)0 
كميات معلومة. 
وأن (7)6 هو التابع المجهول. 
لنجر تغير تسمية المجهول (2)6 كما يلي: 
02 
)2 - )»ا 
(0 2 - (4) نه 
)ود - )0 و ا 
لاو دي "يمن الروك 
©) د > )ده الأولى 
0 - ,نر يه- - () د 


(6) 1 + را ريه 00 


-_ 


يمكن كتابة جملة المعادلات السابقة بالشكل المصفوفي كما يلي: 
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0 0601 ]1 0 00 0 
0 | 0ع« || 0 10 0 | 0|1)» 
ال 0 0 
: : له : : 82006 
7)0]| [ ©" ززره- *8 بى .. بجة- #ي- | 


وهذا ب يكتب بشكل مختصر : 


)8+ )جم - 1:0 


2 
0 1 0 0 : 
. -4 1 : )8:0 
0 2 للا0 0 6 
0 (6) ند أ 
0 : 
| (2)0 7 1 |-()زا 
() 1 02 ] 


لنطبق على المعادلة التفاضلية الخطية المصفوفية الأخيرة تحويل لابلاس فنجد: 
[8)0 ]هط +[ ): ]مله - [) :]ها 


5 (ى) ير‎ - »)0( - 4 2) )5( +  )5( 
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10001 2) )5( 


108)01-  )5( 


)01 ] 200( 
0| 2:0( 


)0( - 
*,)0[ ]2”*0( 

5 77 )5( - 477 )9( 000+ 8)59( 

[(5) 8 +(0)*] - (5) نز [ه - 51ى] 


100 
المصفوفة الواحدية من الدرجة 7 اك 1 
1 0 0 


[(8)5 + (0)ع«] * لم - 1ى] - (5) عر 


وبأخذ التحويل المعاكس للطرف الثاني دثْ اختيار السطر الأول منه نجد التابع المجهول (2)6 ٠‏ 


تطبيق: 
أييد حل اباد له الفاووة وزنع ادب اللي التزنية اد با لوال م لوو وان ا 
من المرتبة الأولى: 

ود - ووه و 5 م٠2‏ 
53 0 - (2")0-(2)0 


2-7 


1) - 200 
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+ ي38 + ,2- - () ا 
0 1 0 ا 
ما" لسالة ماله 
1 2 3 2- 2 


8)0 + ()1 4 - )لا 


بتطبيق تحويل لابلاس على المعادلة: 


0 8+ م رمكيوها م 


01) 011 - (5) ير 


[8)0 ام - رى) قير 


ل تي .0 
5-3 2 5 | 


1 5-8 
ورم ا فون 


)5-1(05-2( )5-1()5-2( 


- [(8)0 + (0) غ2 ] 
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5-3 1 
)6-1-2( )6-16-2( || 0 


<(5) كر 
1 5 2 
5-15-2|]57) (5-105-2) 
1 
(52)5-1(0)5-2 
-<(5) لكر 


عع 
(5)5-1()5-2 


1 5 
31 01 - 0 - () لا ع ()) 2 


ا “لمان + ا 81,01 + 8 هبق + 8 07.آوق - 
5 1 5 3 


بتعيين الثوابت بالطرق المعروفة نجد: 


3. حل جملة معادلات تفاضلية خطية: 

إن حل مثل هذه الجملة يعتمد على الحالة السابقة» ولنتبع الخوارزمية التالية: 

أ. نطبق تحويل لابلاس على كل معادلة تفاضلية من الجملة السابقة (وهي بأكثر من تابع 
مجهول). 


ب . نحصل بذلك على جملة معادلات جبرية بعدة مجاهيل نحلها بالطريقة المناسبة. 
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ج . نطبق مقلوب تحويل لابلاس على الحلول فنحصل على حل الجملة. 
تطبيق: 
حل جملة المعادلتين التفاضليتين التاليتين: 
سد -0) ]2000-1 
خ 5م - )ا + 27)0 


حيبظ » - (0) الإ ت(7)0 


[ ]هط -[0)' 7 [ه. -[0) 1017 


- (0) 1 + رى) لكر 5 - (2)0 - (5) 7 5 


1 
5-1 


حهكله 
(5)52+31 


-(5) ير -(5) 7 


[غ 0])05ط ح [()) ]10 + [()) 107 


سلب - (0)ك + (0) جز 5 - (200- (0) ,2 5 
2 1 
مي انه 
ولحل المعادلتين الجبريتين ب (5) © ,(5) 7 نجد: 
1 1 


750 


- + + 
25)52+1( 2)865+1( 5 
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1 1 1 


و (2)062+1 (20652+1 260 


وبأخذ التحويل المعاكس للتابعين السابقين نجد: 


4 . حل المعادلات التكاملية: 


1 1 
)نا خاهذ ك ح + ل أصذد | - )2 
2 2 


كم 


1 
051 -) 2 دح 
0 2 
1 ! 1 
(6)ل | 1+م1 5ك - + + وم اح 
2002 2 
: 1 
)نا (غمذ 5 +056 1 -- 
1 1 
4 ) لد | ح - ())با جام كح - )لا 
20 2 
|[ 1 
051 ) - - (])لا +101 كح -ح ()) )غ2 
5 2 2( 5 2( 


)لا + 5 اي +111 6 - 
2 2 2 


(6)نا (1+ غدم) جام[ 5 - ()) 2 
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نعرف المعادلة التكاملية لتابع ما (72)6 بأنها علاقة تحوي التابع (2)6 ومشتقاته المختلفة 


وتكامل ذلك التابع مع غيره من 0 إلى © مثل المعادلة: 
0) 1 - 2)],72)0(06 أ + 02)0) 85 
يسمى التابع (©,6)4/ نواة المعادلة التي تسمى بمعادلة فولتيراء أما إذا كان شكل المعادلة: 
17800 -8)0(2)0(00 8 + )1007 
0 


حيث 02 ثابت و ()7 كما في المعادلة السابقة تابع معلوم فإن هذه المعادلة تذعى بمعادلة 
فردهولمء ومن المعادلات التكاملية الهامة المعادلة الخاصة التالية: 


0 - :)6 | + 7)0 - )2 
0 
وتدعى معادلة فولتيرا من النوع الثاني أما إذا كان لها الشكل: 
6-0 | - )1 
0 


فتدعى معادلة فولتيرا من النوع الأول 


إذا طبقنا تحويل لابلاس على معادلتي فولتيرا نجد على الترتيب: 


- 27 

20 

و لتلطووويء 
(5) 2 


-331- 


حيث [6)0 ]هآ - (5) / د [164]2)0-(5) 7 

[0) مام - هم ب[ 
تطبيق: 
أوجد حل المعادلتين التكامليتين التاليتين: 


1 
520 | 3720 41 
0 


خط ك ع ملك (م) 7(م - 511106 / - (غ) 2 


لحل المعادلة الأولى نطبق تحويل لابلاس فنجد: 
204نم ]أ - [غط ]شآ 


5 (' 


5 1 


5 :5ق (35ه 


)5 _ 
0-37 غ31 بتشاابيته -20 


055-1+1 5 


5 1 
عه 11 25 
(©)لا (30110 - غ53 + 1) - ()) 2 


واذا طبقنا التحويل على المعادلة الثانية: 
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1 1 
2 )5(- 
0 525+1 


7 5(- 


1 «625+1-1) 
55+1ىم (55+1) 


7 )5( 


(©6)لن - ()) 2 ج << (5) 7 
5 


(2 . 3 . 16): تحويل 7 (2-77075/0111) وعلاقته بتحويل لابلاس: 
تعريف: 
لتكن [,4! متوالية أعداد عقدية» نعرف تحويل 2 ل[,4! كما يلي: 
"2" - (2)ق 
0 
حيث 7 متحول عقدي. 
إن هذا التحويل موجود (وهو كما نرى سلسلة لورانت وهي متقاربة من أجل 1 < |2/ ). 


يرتبط هذا التحويل مع تحويل لابلاس بالعلاقة التالية: 


[0م]ه 0 - (4)2 


م#ر] 


7جثم 


أي نبدل 7 جح ”م 


نلاحظ أن ,0 - )0 من أجل 7+1 > غ] > م حيث مانن - م 


الشكل (2 -3 -6) 


[(هنيه كك هبي ف ي كك جييه غرة)ه 


...3 85)نا ايقس)) نا]ره كد 


بفرض © - 2 حيث |2| >1 
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5 5م 


#7جتم 


)مام 5 ا (4)2 


وهو المطلوب. 


تمارين محلولة (2. 3 . 16) 5مرعءاطامءهم لع/ااه5 
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3 . احسب لابلاس التابع: 


4 > غ) >0 »> 2 
غ > 4 > 0 


50 - 


00 -0[1©) ]ها 
0 


0000 عع] +2(06) 0 5 


0 <] 541 +7 51 1 “م4 - )1 


4 1 5 


52 بحلل ”ام 
9 


“ذج 2 - (ع) ]1 


2 


060 3 ددا 1 10 -[0©) طامنا 


4 . احسب لابلاس التابع: 0)ل1أوم». 2 - )18 


وم 2 - راع 
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-[هو)سن م "ماما 


““[]1.0]005 - [ © ندم :]هآ 
5 
ا 0 
1 ار _ 7 ”افيد 0 
7 -+]) 52+17 | 
(25)1+52(5-2)25(01+57(1-575 - 
5-7 01-1 


7و4 + و4 -2594 - و2 - 
تي +1) 


_ 2: -45 _ 25)55-2( 
)1+ 230 )]757 


5 أوجد لابلاس التابع الدوري: 


> > غ1 >0 ]511 


د 500 


له ) ريا 


نلاحظ أن دور التابع 2 - 70 


27 

| "1 ) 

ك2 2[ اما 
خصذى” ء | 

_ 0 


م 1 
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7 


غ0 غطذ 5“ ]| 1 


ف 1 لان و 
0 ومن أ" 6ه ااي هيد 7 


و "تر 


نادم “© | ح 1 
0 


0 غ 1ك - - ريا 0 1 205) - إلا 


ف الله بل - عل ألم 


0 


ل ل 16" .| 
غصذك ”2 | 2 أختم زومن- - ,1 
5 0 
1 
1-1 "ام در[ 
5 
1 ا 1 
موه 1 حا +-” 
5 5 5 5 
1 ]| 
5 5 
| لكان 
لط 0 
1+ 52 
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1 
52+1 


6 . احسب التكامقادت الثالية بوساطة تحوي لكا لأباشيل ' 
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(1- ** ع6)وى 
29م -52-1()1) 


1( 0]17آ 


10] )01- 2 


)523 +1()1+ 65*5١ 


1 |] 01 
0 


امن 2051 10 - 


5-5 


55 


7. حل المعادلةاالتفاضلية الثالية بوساطة حويل لابالثين: 
(6)نا - ()) 7 + ()) 7 + ()) 72 


حيثت 2-(00 70052 


107 [1+ 107 [1+ 10721 6 
5 


3 (2)5 + (2)0 - (5) ير 5 + (0): 7 - (0) 52 - (5) 7 53 
5 


او يد *5()5) 7 
5 


4 | 25 | ف 
1+و+2ى 1+و+2وى (1+و+62)و 


750 


دوق 0 له 2.2 
1+و+*وى 5 (1+و+ © 6)وى 


بالمطابقة تتعين الثوابت 2-<) ,8-2 4-2 
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تطفة ‏ ا 230 
1+و+5ى 5 (1+و+ 2 6)وى 


2 5+1 


(6)أ 2 كن زو 1 _ة 2 و0 _- + ) 0] - 5م_ دور 
2 ال ولي 2 5 
4 ف 1 
م «زوة ةب : وم ب : كك 5-5 0 


ا 5 ولط وة ]م م2 


8. احسب تحويل لابلاس العكسي ل: 


45 +12 _ 4)5+3( 


وك 
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9 . حل جملة المعادلتين التاليتين: 


كذلك: 


0ك 
4+ *5+45) 


الكالشمعد 


- (5) بر “4 + 5) وررز[ - وك 


4 - 0 7 *(4 + 6 إمزا- بم 


.0 ادووة 
*(4 +5ى) 5+4 


1 ه “مله 8 ام -0) م 
(4 + 5) 4 + 5 


)نا / 4م عل 4م 4 5 


-(5) ل[ 


7*0 - 2.7) 3106 


2500 و 6 جا 


[0)غ ]ملة -[2)0]ه.آ2 -[1:6017”)0 


1.0]: - 0] )0- 21]7)0[ 


5 7 )5(- 200-27 )0(+37 9-0 


)5-2( 7 )9(+31)5(- 8 
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(5) 27-(5) ع -(0) 8 -(5) )2 5 


3 -(5) 27 +(5) ير (1- 5) 


نحل المعادلتين الجبريتين ب(5) 7 ,(5) 0 فنجد: 


0 . حل المعادلة التكاملية التالية: 


7- 5و8 85-7 
--<(65) 2 


(1+ 4()5 5) 4 35- 52 
2 - 35 2 - 356 
كي و > خا 

4 15 


حارم 2- لم 85 
1+و5ى 5-4و 


6 


106( 566 + 4ه26-) - () ]ا 


(5629(77)06 + “ع3) - (2)0 


4 
7 ج751 ء |2 - (2)6 
0 


1 1 1 
حَ , 0 1007 
موك ر 5:3 إدنة 2001| 


2 1 
- + 
)5+1(0052+1( 57 


7 )5( 
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3 
+ باك (ما-ع)صزى 7 |2 - (6) 2 
0 
1 +2 - 
1 
ال( - كك | -1 
0 


وبحساب التكامل 1 بالتجزئة مرتين نجد: 


(]05) جامز 5ى) - “لم 
2 


د[ 


(051) +امز 5) لم 


(4)لا 9 


+غ)|-()2 


مسائل غير محلولة (2 -3 -17) ودمءاطامرط2 نزاه]ناع71ءامزمناك 


1 - أوجد تحويل لابلاس لكل من التوابع التالية 
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3 > >0 ع 
عدا ذلك وأدقاة 
(غ) لا( مذو + ع ومء + غ) ع (غ) وز 


(غ)سا(غ كد +عططع) ع (غ) ب] 


111 
لح 1 
3 
211 َ 


(غ)الا ع صزوع ع (غ),م 


(6)له عر ومه 2غ ع (غ) 1 


50 ف اوت !0 6 7 


2 
7 > غ1 > 0 511 
عدا ذلك 0-0 
2- أوجد تحويل لابلاس التوابع الدورية الآثبة 
1 > >0 2 ع )م 
25 > 1غ > 0 2051© ح () وز 
7 > غ > 0 َ 
ح (ع) و] 
27 > غ1 > 11 0 3 


3- أوجد قيمة التكاملات التالية مستخدماً تحويل لابلاس 
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0 غطزو ثم ل 1 


زد مه 
ع0 5 و 50 12 


0 مزه غ العلا[ - 6 


4- برهن أن 


:41 ومع -غ66 5م20 )0 


3 
0 7 01 - 7 


5- أوجد لابلاس التوابع التالية: 0 < غم 


+3 وزو 26- 


“كين 5 


(5 )وو 3650م ع وغ) ير 


-م-1 


6 
أمع 


ح (ع) و1 
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6- أوجد مقلوب تحويل لابلاس للتوابع التالية: 


1 


و1 


7- بوساطة تحويل لابلاس أوجد حل المعادلات التفاضلية الآتية: 


1( 77 )0 + 27 )0 + 7)© - 3 


0 ع (72')0 ع (2)0 


27000 


م2 + - 7 + 2(7 


1-(0) 7 -(7)0 م2 ح 627+ ز5- 7 (3 


8- أوجد حلول المعادلات التكاملية الآتية : 
غ 2 5م ح 01 (لا) 02 أن 1 - )102 


2 ح ريل (ره - )زد 1 - (2)6 (2 
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الباب الثااكث 


بعض المعادلات التفاضلية الجزئية 


(المعادلات الفيزيائية الرياضية ) 


15 1 ل[10اداءاء]]121 201101 501116 
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الفصل الأول 


المعادلات التفاضلية الجزئية من المرتبة الثانية وبعض طرق حلها 


١9 65‏ آلا |50 501116 :© 0101 560110 0 0110115نا © أ0أآداعاء 0177 اوأغاروط 


5-3 


تمهيد: 


إن موضوعات هذا الفصل ترتبط ارتباطاً وثيقاً بدراسة مختلف العمليات الفيزيائية التي تدرس 


مواضيع الهيدروديراميكية ونظرية المرونة والهندسة الكهربائية والمكانيكية وغيرها من المسائل 


تعتبر المعادلات التفاضلية الجزئية (الرياضية الفيزيائية ) وحلها طرقاً رياضية لحل المسائل 
الفيزيائية والهندسية الميكانيكية منها الكهربائية. 

سوف نصنف المعادلات التفاضلية الجزئية بعد تعريفها ونضرب أمثلة خاصة على أنواع شهيرة 
منها ندرس بعضها بالتفصيل والبعض الآخر بإيجاز. 

أ. المعادلات التفاضلية بمتغيرين مستقلين: إن المعادلة التفاضلية الجزئية بمتغيرين مستقلين هي 


علاقة تربط بين دالة (تابع) لمتحولين (/,غ70] ومشتقاتها الجزئية من المرتبة الثانية أي علاقة 
من الشكل؛ 


0 كيل نآ .نلا يفا ,را ررنآ ,(نز6 10 


حيث ,رنآ , برلا ,ينآ , بورلا ,“يرن المشتقات الجزئية للدالة (/ز,)7] من المرتبة الأولى والثانية 
على الترتيب. 
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يمكن تعميم هذا التعريف على توابع بأكثر من متحولين مستقلين. 
إذا كان شكل المعادلة هو التالي: 

 ) 3-1-1(‏ 0 - (رنا ,ونا , لا ,نزم رط + ثرنآ ووه + رررنا دورق 2 + ترنا ررم 
حَتِيكْ المعاملات تابعة ل* ,/ز. نسمي (3-1-1) معادلة خطية بالنسبة للمشتقات؛ أما إذا اعتمدت 
المعاملات على كل من « , /[وعلى المشتقات الجزئية دعيت المعادلة معادلة شبه خطية. 
نسمي (3-1-1) معادلة خطية بشكل عام إذا كانت خطية بالنسبة للمشتقات من الرتب العليا 
وبالنسبة للتابع 7] ومشتقاته الأولى مثل: 


-3-1) 0 -] +يان) + رلا وط + ولا رط + تررنا ووش + بودنا و4 2 + ©زنا ررك4ى 
)2 


حيث المعاملات جميعها توابع ل«, بر فقط. 


وعندما تكون المعاملات في (1-2- 3) غير متعلقة ب*, / تسمى المعادلة خطية بأمثال ثابتة» 


واذا انعدم م سميت معادلة متجانسة. 


أك جوهر !تق دز إمكافية تحويل المعادلة التقاكاةة الجزتية إلى معادللة تفاسئافة #جزئية #إسيطلة 


وفق تحويل ما (له تحويل عكسي) غير شاذ. 
لن ندخل كثيراً في هذا المنحى وسوف نعتبر أن هذا التحويل معروف لدينا. 
١ 1 -3(‏ 2): المعادلات التفاضلية الجزئية من المرتبة الثانية ذات النمط الزائدي: 


يصادفنا هذا النمط من المعادلات عند دراسة الكثير من المساتل الفيزيائية المتعلقة بالاهتزازات» 


وأبسط أشكال هذا النمط هو: 


0 - ترا - تبون 
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أو ترنا - تبرل] 
وسندرس أن هذا الشكل يمثل اهتزاز خيط مرن في مستو شاقولي. 
(103. 3): صياغة المسائل الحدية: 
أ . معادلة اهتزاز خيط مرن في مستو شاقولي: 


لندررة هفلم ألة في #7الوبط لجع 77 هر النيزة 4 الذئيونط ب رعليه 


الخيط و(708,4] محور التراتيب الذي يتم وفقه ووفقه فقط الاهتزاز (الحركة مستوية شاقولية). 
1[ . الخيط متجانس له كتلة واحدة في واحدة الطول. 


2 . قابل|اللانثتاء. 


4 . يمكن وصف هذه الحركة بالدالة (170*,4 حيث + هو الزمن و< الفاصلة. 


نقول إن الخيط قابل للانثناء إذا كانت قوى الشد الناتجة عن الاهتزاز بالخيط ذات محصلة 


مماسية فقط وهذا يعني أن الوتر (الخيط) لا يقاوم الانثناء. 


يمكن أن نحسب قوى الشد الناتجة عن الاهتزاز (الاهتزازات صغيرة) وفق قانون هوك الذي 
نهمل عند استخدامه ملاجع الأشرفظة /21 0]) بالمقارنةتمع اللواللد المإطليح) 
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0 26 26 2-7 2 


1 طولنة أركيه الشكل (3 -1 -1) 
اعتماداً على ما سبق لنحسب الاستطالة التي تحدث بالوتر (جزء الوتر 60) 
إن طول القوس في جزء المسقط 2 يعطى بالعلاقة: 

2خ2 

كك - ا - ونا نم وك 107 +1/ة | اق 

60 
أي بشكل آخر يمكن أن نعد ,- ,« - 0 - 85 وفق هذا الاصطلاح لا تحدث استطالة 
لجزء الوتر المهتز أثناء عملية الاهتزاز. 


وحسب قانون هوك ينتج أن مقدار الشد في كل نقطة غير متعلق بالزمن وهو لا يعتمد على 


1000 - 1 - 001151 


0 _ لت بيداويو اد 1 - ورد 
1+7 


24 


“انال ) 1 بح ووان:) 1 < به اك ن:<) 1 - )1 


حيث به زاوية صغيرة وهي زاوية الهماس مع محور الفواصل للمنحني (/,1/)0. 
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لندرس القوى المؤثرة على الجزء 2« ب 4 حيث تؤثر على هذا الجزء قوى الشد وقوى 
خارجية وقوى القصور الذاتي» وبما أنه لا يوجد حركة أفقية لهذا فإن محصلة مساقط هذه القوى 
الأفقية معدومة وحسب افتراضنا فإن الحركة شاقولية على امتداد المحور ,1708 ولهذا يكون: 

0 - نم1 -(و10 2 أو (وغ10 - :10 
أي 10 00 1000 


وحسب القانوت الثاني لنيوتن القائن إن محصلة القوى المؤثرة تساوي إلئإجداء+الكتلة المتخركة 


بالتسارع» فيمكننا استنتاج معادلة اهتزاز الوتر. 
إن مركبة كمية الحركة جزء الوتر 45 على المحور لا تساوي: 
2 
(3-1-1) 4 نا 
3*1 
حيث م الكثافة الخطية للوتر. 


إن التغير في كمية/لإحركة خلال التايق البيندت :يي ل أي: 
3-12 4,4 ) نا - (وارق) اهام | 
يساوي دفع قوى الشد أي: 


ان - انا 10 


1< حي 
لهذا فإن: 
22 


- 2022)م [(راك), نا - زراك تا | 


21 
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2202 


(3-1-3) 000000 آٍ آٍ + 3,2([4)«نه - (2 رغ)نانا| 1 آ 


الدافة 74 


حيث )2 تابع كثافة القوى الخارجية الخطية (المفترض أن هذا التابع مستمر مع + على 
طول الخيط 1) وللانتقال إلى المعادلة التفاضلية ( مفترضين استمرار المشتقات الثانية للدالة 


7 تأخذ العلاقة الأخيرة بعد تطبيق نظرية القيمة الوسطى مرتين الصورة الآتية: 


(3-1-4) ا ا 


(815) ع | 3-7 
ل 
وبعد الاختصار وأخذ النهايات نحصل على: 
)1 حص لآم - برلاو 1 
وختهما تكراكق م ابلق نكعتب: 


100 + بورلا 0 عونا 


عن 
م 
1 
( )"1ح - (غ,ة) / 
م 
حيث كر كثافة القوة منسوبة لوحدة الكتل. 
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وعند انعدام القوى الخارجية نحصل على المعادلة: 
(3-1-5) ما حوة و ةا رو بورلا 07 لآ 


أو على المعادلة: 


وهي معادلة اهتزاز وترهؤلا يقلأ لقوى خارجية وهي من النمظالزائدي. 


وجود دوال لا تفياكا | قات ردن ارتحفق 2 المشاكات. 


إذا أثرت فى النقطة ما حيث 
وا > و > ا قوة 


مركزية ()م/ كرفي الشكل: 


فإن المعادلة (321-3) تكتب 
على الصورة: 


0 الشكل (3 -1 -2) 
لهي )ا | | الل مات ,لاقام 


01م 


١ 00‏ + 2 8) , لا سار رم ,ل 0 


وحيث إن سرعات نقط الوتر محدودة فإن التكاملين ف في الطرف الأيسر من العلاقة الأخيرة 


يؤولان إلى الصفر عندما: 


م جح وا 
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م1 ١‏ را 


62 
0,2 - نن) لآ - و ,0جو )ءانا ور 
11 


--| 1 


وخسب .نظرية.القيمة الوسظى والاختصار على 16 (الاختياري) والانتقال إلى النهايات: 


20 


20 0 


20-0 
أي أن المشتقات الأولى تنقطع في نقطة تأثير القوة المركزية ولا يكون للمعادلة التفاضلية معنى» 
أي : 


0,0 - ,)تآ - ( ,0 + و«) ن]» )رم 0 - ( ,0 - )زلا - ا ,0 + )نآ 


0 


وهذا يعبر عن مقدار كسر الوتر في 0< وهو يعتمد على قوى الشد 10 والقوة المركزية (0)0]. 


إن المعادلات الواصفة للاهتزازات الطولية للأوتار والقضبان والنوابض لها صورة واحدة؛ ولهذا 
سوف ندرس اهتزاز قضيب طوله 1(1 > *« > 0) منطبق على محور الفواصل 0 ويمكن 
وصف اهنؤال زياكيكلة] (ييهن)رة في اللجط 0 النقطة ذات الفنصيل لي يتفي تحصل على 
إزاحة في هذه النقطة فتحصل حالة اهتزاز طولي على طول القضيب حسب قانون هوك 
ومقفيوات الاغراق مصخ الفاصللة هد زالق كاريك النشلة النقائلة ليا : فى وطنيع انراق ) لساري +3 
)0 +1 
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لنحسب الاستطالة النسبية لعنصر القضيب ذي الطول «ك حيث بدايته هي ,2 7] 


((,)ل10 + ,/ونهايته () ,دك +6)[] +جا +ئ) . 
إق هتدان هذه الامقطالة يساوى: 


[ 0 ) تاجعه] - [انجد + ) تنا+دحد] 


عللم 
1 >0 >0 611,6 + ) الاك _ 
24 عجر 
وعندما 0 جه #«ك نجد أن هذه الاستطالة النسبية تتحدد فقط ب(,7)7/]. 
حيث ()! عامل المرونة (عامل يونغ) وبتطبيق نظرية تغير كمية الحركة نجد: 
22 
- 6204)م [(اك), نا - (واك) ,نا | 
11 


+ 20142 ,<) , نا( )»ا - ( و )نار 12 


4 


2020 00 + 
اكد 
حيث (70:,4 دالة كثافة القوة الخارجية في واحدة الطول. 
وعند الانتقال إلى النهايات أي: 
0 جح ناك , 0 جح برا 


وتطبيق نظرية القيمة الوسطى نجد: 


)7 حر تام - ,[«ناند) »1 ] 
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وعندما يكون القضيب متجانساً أي 100 ,6000 توابت نجد: 


عت :ا 
3 به - 01 
م 


ج . معادلة اهتزاز خيط دو* د قوى خارجبة: 


تصف هذه المعادلة حركة اهتزاز خيط مرن مثبت الطرفين طوله / يهتز في مستو شاقولي ويزاح 


عن وضع توازنه في لحظة البدء (0 - )) ويترك بعدها حراً سوف نفترض تحقيق الشروط 


الانية: 

1 . الخيط متجانس له كتلة واحدة في واحدة الطول. 
2 . ثقل الخيط مهمل. 

3. الاهتزاز شاقولي فقط. 


لنبحث عن القوى المؤثرة على حركة الخيط (على طول 41 من الخيط حيث 41 - ,و74,714) 
ولمكن ,1 ,72 قوى الشد عند 2347 ,342 على الترتيب وبما أن حركة الخيط شاقولية فقط إذآ 
مسقطا قوى الشد على المحور اه متعاكسان مباشرة أي: 


1 )05 0 , 12 205 


7-1 205 12 + - يم و20 1 


0ذك 12 , 4 اك 1 
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فلهما محصلة وهي: 

94 «أ5 ,7 - 517/6 1 
ومحصلة القوى المؤثرة على /4 هي المحصلة السابقة وحسب قانون نيوتن بالتحريك فإن القوى 
تمثل ب "701 - 1 
حيث 5[ التسارع و بر القوى» وبالإسقاط: 


62 
0 


لام - :110أك 1 - 1251118 


حيثت م كتلة واحدة الطول و )10 تابع الاهتزاز» نقسم علق 7 


لك م _ 151709 125118 
04 2 1 52م1 10058 


2/649 


4 6 6 
الشكل (3 -1 -3) 
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ومن معادلة الخيط 


(71) 6010 718 
4 
(1,غلل + عا) 610 د قروا 
4 


0 م _ | (:) تاآ6- (بزودط +:<) 60 | 1 
7 0# 40 


وبأخذ النهايات 0 جه را 


06 م _ )620 
تبرق 1 0 


لنعد التيار والكمون في موضع « ولحظة 1 وسطاء التيار في ناقل كهربائي ولنرمز لهما ب1 ,7 
22 الأربيب. 


لنطبق قانون أوم على جزء من ناقل طوله “9 يمكننا كتابة ما يلي: 
(3-1-6) ل [1آ + 1702 - عل ,17- 


حيث 5 , ١‏ هما المقاومة والتحريض الذاتي في الناقل في واحدة الأطوال. 
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وأما كمية الكهرباء المارة بالعنصر “0 خلال 02 فهي: 

(3-1-7) 01 ل 1[ - - 1ل [2 ,يلك +غ)1 - را 1] 
وهي تساوي مجموع كمية الكهرباء اللازمة لشحن العنصر «0 وأما الكمية المفقودة نتيجة عدم 
العزل التام فهي: 

(3-1-8) اك لك [007 جع ان  ]‏ - ال 7ل 2 + خل [(ا16 - زاك خان17 إن 
حيث © ,© معاملات السعة والتسرب الكهربائي في واحدة الأطوال علماً بأن: الكمية المفقودة 
متناسبة مع الكمون. 
من المعادلات الثلاث الأخيرة نحصل على: 


0 - 077 + ,017 سير[ 


(3-1-9) 
0 - 81 + ,1ط +11 


والمعادلات الأخيرة تدعى معادلة البرق ومنها يمكننا الحصول على معادلة واحدة تحدد الدالة 1. 

لنفاضل المعادلة الأولى من (1-9- 3) بالنسبة ل« والثانية بالنسبة ل بعد ضربها ب« وبالطرح 
0 - 0181 س1 بآ 017 برآ 

(مع ثبات المعاملات) 

نعوض في المعادلة الثانية من (3-1-9) عن ,7 فنحصل على: 


177 61 )ل 017 د 1 


ونضورة ممالة تحصل على :مغادلة الكمون: 
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077 +17 (آ + 08 ) + 01771 د بن17 


وهما معادلتا البرق للتيار 1 والكمون 77 وعند إهمال 1 ,© بتوصيل إلى 


طم - 07 17 
56 

(4-1-3): الشروط الحدية والشروط الابتدائية: 

كما نغلّم لكل وصف ربالتتثي عملي ةافيِرْيَاية يلزم وَطنم)تتتووط كافية لتحديذ حل يلإحيد للفسألة 


المطروحة؛ وحسب معرفتنا فإن للمعادلات التفاضلية العادية والجزئية حلولاً لا نهائية من حيث 
العدد؛ ولهذا يلزم وضع شروط إضافية لأجل وحدانية الحل؛ وفي المعادلات التفاضلية العادية 
من المرتبة الثانية يمكننا إيجاد الحل بشكل وحيد إذا علمنا قيمة الدالة ومشتقها في لحظة البدء 
(0 - 6)» وتسمى مثل هذه المسائل بمسألة كوشي» ويمكننا أن نصادف شروطاً أخرىء فمثلاً 
في مسألة السليسلة تعطى قيمة الدالة الحل في نقطتين» ويمكن أن يكون للمعادلة التفاضلية 
الجزئية شروط إضافية مختلفةعن الصورة التي ذكرت سابقا. 


لندرس مسألة بسيطة وهي مسألة اهتزاز وتر مثبت الطرفين. 


لتكن (706,4] الدالة المعبرة عن الاهتزاز في وتر منطبق على المحور اه طول (1 > *« >0) 
مثبت الطرفين أي: 

(8-1-10) ... 0 >0 ,لكآ - 0 ,0)نآ 
وحيث إن عملية الاهتزاز تعتمد على صورة الوتر الابتدائية (شكله في لحظة البدء ) وتوزيع 
السرع مَنَ تلك اللحظة (0 -) لهذا يَلزّم معرفة: 


(:)0© - (1نة) نا 


ةم 7 | 
() برا > (و1نة), نا 


حيث (70 , (/1 دالتان معروفتان. 
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إن الشروط المذكورة بالعلاقتين (3-1-10) » (3-1-11) تحددان تماماً حل معادلة الاهتزاز ذات 
الشكل: 


أما إذا كان طرفا الوتر يتحركان وفق قانونا حركة ما فإن الشروط الحدية تأخذ الشكل: 


همدق ا - (0,4) نا 


(6) ولم - (1,1) نا 

حيث (1)0// ,(2)0// دالتان معلومتان وتصاغ شروط ابتدائية وحدية بشكل مشابه لمسائل أخرى. 
هد ملحوظة: 
إذا كان ما يهمنا هو دراسة الظاهرة خلال فترة زمنية صغيرة (بفرض أن تأثير الحدود غير 
جوهري) فإنه بدلا من دراسة المسألة الكاملة ندرس المسألة اللانهاتية بالشروط الابتدائية لمنطقة 
اللانهاية. 
فإذا كان المطلوب حل المعادلة: 

(3-1-14) يول 26 قك ب لعاكواك رذ 
حيث 00 > 2 > 00 - 04 <- ) 


فإن الشروط الابتدائية تصبح: 


مس الل رسك اكه 


(6) سا - (0,), لا 


وتدعى المسألة عندها مسألة كوشي. 
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واذا كنا ندرس المسألة قرب أحد الحدود بحيث لا يكون هناك تأثير للنظام الحدي على الحدود 

الأخرى خلال فترة زمنية (الفترة التي تهمنا) فإننا نصل إلى صياغة مسألة وتر منطبق على 

المحور 0 مثبت أحد الطرفين والطرف الآخر يمتد إلى © أي أن الشروط الابتدائية تصبح: 

0<-] 60 - ( ,)نا 

مه > :> 0 (0) برا - (00, 10 

وعند ذلك يتحدد طابع الظاهرة باللحظات الزمنية البعيدة [بشكل كاف عن لحظة البدء 0 -غ] 

تحديداً تاماً بالشروط الحدية لأن تأثير الشروط الابتدائية يضعف مع مرور الزمن بفضل 

الاحتكاك. 

وتصادفنا مثل هذه المسائل بكثرة خاصة عندما تهتز المجموعة بنظام حدي دوري يؤثر على 

وتر زمناً طويلآء وتصاغ مثل هذه المسائل (بدون شروط ابتدائية) كما يلي: 

ليكن المطلوب تعوين حل للمعادلة المدروسة (3-1-14) وفق الشروط الحدية: 


)لل - 0 )نا و 0( 1/ 0 0 و 000 


)< 0 


بنفس الطريقة تصاغ المسألة بدون شروط ابتدائية لمستقيم نصف محدود. 


(56-1-3): المسألة العامة بشكل مختصر: 
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من الطبيعي أن يفكر الإنسان بأنه من أجل حل مسألة معقدة عليه أن يحاول تغير هذا الحل 
إلى حل مسألة أو مسائل أكثر سهولة؛ ولهذا فإننا سوف نعبر عن حل المسألة الحدية العامة في 
صورة مجموع حلول لعدة مسائل حدية خاصة؛ ولهذا لنفرض أن المعادلة: 


6 


27 
(3-1-16) ا مام ألا 0 
24 


01 


0ك-- 


حيث: [ > «1> 0 7 2 ا 1 كسد ........ 2ه 1 
تحقق الشروط الإضافية التالية: 


)6 0 2 ,0 0 )0 ألم - 0 ,0100 


1 . 1 001 
() © - (101)80 : (*) راد ل 
من الواضح أن الدالة: 
00 ()" ] + )انا رح - رانو "نا 
1 


وا 13- ا 


تحقق المعادلة (3-1-16) بافتراض تحقق الشروط الإضافية التي أطرافها اليمنى هي الدوال: 


تبك لس وار <- مدن 
0 أ( - و ام 


1-1 


ص ررح - و”اىر 
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أي أن حل المسألة الحدية العامة: 
0<): [1>#,0 (1] + بورلا 6ه د وتنا 
والشروط 
() لم - (,0)0ا 
(2)0لم - ( , )لا 
00 0 - (0 )نا 
(0) با - (0 نملا 
يمكن أن يعبر عنه في صورة المجموع. 
( ,)رلا + ( ,10350 + (1 ,1020 + (1 ,100 ح ( )لا 


حيث 4ن ,103 ,102 ,1/1 حلول المسائل الحدية التالية: 


7-13 84--ل 


,620 وللاة 


)7 + 
نيه" 0 0 


وفق الشروط: 
26 (0 )01 0 - 0 0101 0 2 9 و0100 


. (610,080 
(0) ا 000 
0 > (20 10 , 0 - ( ,ا)ونا , ()) لم - (1 , 0)ونا 


ولآ0 
0-0 0 
) 0 
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(0 © - (0< )ولا , 0 - (ا , | )ولا , 0 - زا , 0 )ولا 


وآ 


,0( > 0 
0 


6ه - (0ردارتا 0 ##هوزاءتا , 0 - ز , 0 )دنا 


0 


4 
0 ح- (0ئ2 
) 20 


يمكن تعميم ذلك على دالة بأكثر من متحولين: 
(6-1-3) طريقة الأمواج المنتشرة (علاقة دلامبير): 


سوف نبدأ بدراسة طرق تشكيل حلول المسائل الحدية لمعادلات النمط الزائدي لوتر لانهائي وذي 
الشروط الابتدائية التالية: 


0 - رد 0 ب« 
(3-1-17) ...1 د )هيت (0,) 0 
(00) با - (0ئ2) نا 


لنحول المعادلة (3-1-17) (الأولى) إلى الشكل القياسي وفق المعادلة المميزة فنجد: 
0 -غ0 تم تيل 
0 -(001-+07-001()08) 
أي : 
00-0 + عل 0م 0 -غ0 ه دعبل 


أي: 
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فإذا افترضنا متحولين جديدين 


تتحول المعادلة (3-1-17) إلى الشكل: 


لنكامل بالنسبة لع فنجد: 


نكامل بالنسبة لم7 فنجد: 


حيث / ,ور توابع لع ,77 على الترتيب. 


رع + 0 عدعنر 


و) + ال- دعر 


77 0-01 


]0 + خا دام 


() ] - رنا 


(2),] +7741 ] | - ,)نا 


(6)] +(12)7 > (6,17) نا 


وكليمُنهما. يقبل التفاضتل_مرتين وبالعكدنبإذا تخقق الشرط فإِن (77 ,7)6]"المحددة بالعلامئة (-3 


1-8) تكون حلاآً للمعادلة 0 - ربع لآ: 


إذا عدنا إلى المتحولات القديمة: 


(3-1-19). (0 )وم + (0 + ,]100 


وهذه الدالة حل للمعادلة 0 > برتآ 42 ىتآ 


لنعينج/ ,/ بدلالة 000و 1/00 نجد حسب الشروط: 


(3-1-20) 0 - 800 + ) ,] - (0 ,0لا 
(3-1-21). 0# يلا - )1 ] 4 - 00 :] ه - (0,0, 10 


وحسب تكامل العلاقة (3-1-20) نجد: 
00١ +6‏ ا[ - )صم )م 
20 


حيث © ,ملا ثوابت 


]100( + [200 - © 00 


1 00-1200 - . |) + 


0 1 1 
و م 2 يا - 1000 
(22 -31-ه 0100 

ع2 2 1 

]2000- 7 0 5 
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وبذلك نكون قد حددنا الدالتين 60,/ و 60ج/ بدلالة الدالتين //ا © علماً بأن (3-1-22) 


يجب أن تحقق أي قيمة لمتحول مستقل؛ لهذا نعوض في عبارة (/,17)0عن // ,2/ فنجد: 


> 


اي - 00060 )ما | 0 7 1 ا - )تا 


+0 


(22 ايها “1 مي لذب +(ه- »)م + (ه هم أل - 
عير 20 2 


وهي علاقة دلامبير. 


ملحوظة: حصلنا على ما سبق بافتراض وجود حل للمعادلة (المسألة المطروحة) وهذا يثبت 


وحدانية الحل. 


(7-1-3): الشرح الفيزيائي: 1 
110 لا 
4و 


إن الدالة (/,) المعرفة كما يلي:2 الشكل (3 -1 -6) 


0 + (0 -)م + (0 + م - (8,1) 0 


2-01 
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وهي علاقة تعبر عن عملية انتشار موجه الانزياح الابتدائي والسرعة الابتدائية ٠‏ وعندما تكون 
لحظة البدء م  -‏ فإن (0 ,70] تعطي المقطع الجانبي للوتر في تلك اللحظة » وعند تثبت 


م - « نحصل على الدالة (764] التي تعبر عن الحركة في النقطة كما في الشكل 


نلاحظ أن تراكب الموجتين: 


له به ويه 
شر 323 وادلة كيؤف اللوتر اللانهائي : [الحلك هاتين الموجتر/افيجه ينا )20 


) والأخرى يساراً (,/): وبهذا نحصل: 
[ 6ه 001 + (0 + م - (نه + 2) أ 


إ هه -) را + (]0 + ا - (غه - <) و] 


2 1 
02 )سا | 7 - )را 
20 
يمكننا دراسة الحالات الخاصة التالية: 
1 . السرعة الابتدائية معدومة والانزياح الابتدائي معلوم («/6 عندها يكون الحل: 
1 
[(نه ->مم + نه +»)م] - ,)نا 


2 . الانزياح الابتدائي معدوم والسرعة الابتدائية معلومة عندها: 
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[ 0ه ع ) را + (]0 + )را ح ( )نا 


3 . السرعة الابتدائية غير معدومة وكذلك الانزياح الابتدائي عندها يكون الحل: 

0ه 2ن ) نا - (0 + 0 + (0 -<)0 + (غ0 + 6 ح (321)لا 
(8-1-3): طريقة فصل المتحولات (طريقة فورييه): 
إن طريقة فصل المتحولات أو طريقة فورييه من أكثر الطرق شيوعاً في حل المعادلات 
التفاضلية الجزئية» وسوف نشرحها من أجل دراسة اهتزاز خيط مثبت الطرفين. 
ليكن المطلوب حل المعادلة التفاضلية الجزئية: 

ثحي 

والمحقق للشروط الحدية 


0 - 0:9)تآ 0 - ,)نآ والابتدائية )با - (6,0,تآ 000 - (0:,0نآ 


5 
100 . 00خ - (ان0نا 
وحيث إننا افترضنا أن كلا من الدالتين '7 , 7 تتبعان متحولاً وحيداً هو + , * على الترتيب» 


فنعورض في المعادلة المفروضة فنجد: 
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أو 


2 


21172 
26 0* 17 


وبما أن الطرفئ كلاً منهما يتبع متحولاً مستقلاً ومتساويان لهذا يكون كل منهما ثاب أي: 


َ ِ- <--7 ١0 
(سنرى لاحقاً أنه من أجل 0ك نحصل على الحل التافه)‎ 
وبذلك نجد:‎ 
+ 11- 0 
1]: + 211 - 0 


وكما نعلم من الشروط الحدية: 
0 - 100 . (7)0 - (0,1 )نا 
0 - )1 . (0 1 - را ,)نآ 
أي : 
0 - (! - رملا 
لأن #0 (غ/7 (عند الحالة المعاكسة نحصل على الحل التافه). 


ونتيجة تعين ())7 نصل لمسألة بسيطة وهي حساب القيم الذاتية» أو بشكل آخر المطلوب تعين 
الوسيط 1 من أجل إيجاد حل غير تافه للمسألة: 


0 - (10 - زم ب 22-0 ب[ 
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تسمى قيم 2 المعيزة لهذه الحلول بالقيم الذاتية والدوال المقابلة لها بالدوال الذاتية (مثل هذه 
المسألة تسمى مسألة شتورم . ليوفييل). 


لندرس الحالات المختلفة لقيم : 
1 . 2>0 عندها يكون الحل العام للمعادلة: 


0 - 1م + كر 


ال كا كر لد وعم 
ونا - 2 ري) م 0 - ون) + ري) - (2000 


مادم دام 0 - 2م - نم )رن - (1)ا 


01 3 
أي أننا حصلنا على الحل التافه. 
2. من أجل 1-0 في هذه الحالة يكون حل المعادلة: 
0 -2 م 2100-0 +1 
من الشكل 
ور) + << رن) - 2000 


ومن الشروط الحدية: 
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0 -1,© - 10 م2 0ح ير -(1800 
أي 0 - ,© ومنه 0 - 160 

3س من أجل 0 <1 نجد: 
0 - 60 عر 

ويكون الحل من الشكل: 
ل أحاتأكر© جغر 5/2ه0رط - )تآ 

ومن الشروط الحدية نجد: 
0 - رط - (م)ا 


0 -2.1أء سأقيط - (1)]آ 


- 0 < ا لمدرزى 


4 
1 


حيث 7 عدد صحيع: أي هناك حلول غير تافهة وفق قيم ,2 وهذه القيم يقابلها دوال ,]ل حيث: 


1 - 10, 5111 
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حيث ,10 ثابت اختياري. 


ليكن ,(1 - 1 عند ذلك نحصصك على حلول للمعادلة: 


0 -11 2م + :1 
من الشكل 
477 117 
ب ايان + 6 كل 1 
والحل العام 
0 - 1 ) نا 
121 
زو » |ذقرق 9 2 |ومويم ح 
/ / / 1-1 
وحسب الشروط المفروضة: 


0 - )1.0 ع (0,<) نا 


)0 - 201 - (0,) نآ 


أي نشرنا الدالة 600 وفق سلسلة جيوب؛ لهذا يمكن تعيين الثابت ,,4, كما يلي: 


117 2 
دل --5111ك 0 ع لكل 
510 74 , 


من الشرط الثاني نجد: 
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2020 - )مب - (2,0) ,نا 
1 


117 
الرككت 


| ال و - )رن 
1 


أي أن («)/ أيضاً ينشر وفق سلسلة جيوب لهذا يمكن تعيين الثابت كما يلي: 


1 
سيل اتلك ؤم | ف - 7 
/ 1 1 
أو 


1 
ل رز )|| كك حتر8 
/ 01175 


أي أننا عينًا كل الثوابت (,,44 , ,,8) والحل أصبح جاهزاً وفق سلسلة لانهائية. 
فإذا كانت السلسلة متقاربة وجد الحل وإلا فلا يوجد حلول؛ وهذا طبعاً يعتمد على شروط نشر 
فورييه للدالتين ()0 ,(<) /ا. 
> ملحوظة: 
يمكننا مناقشة طريقة حل معادلة تفاضلية جزئية غير متجانسة ومن المرتبة الثانية كما يلي: 
لتكن لدينا المعادلة 

(0 م] + بورلا ثه دولا 
ولتكن الشروط الابتدائية والحدية من الشكل: 


(0//ا - (هن101,6آ : 060 - (000] 


206 ع رلا - (0,1) 0 
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06 - ونا - (),[)لا 
ويكون الحل في صورة 
)”1 + () تا - (ان) نآ 
حيث (7)2] يمثل حالة الاستقرار للوتر المعروفة وفق المعادلة (والشروط)التالية: 

00-0 ا 
رلا - (0)تنآ 
ولا - (1) نآ 

أما الدالة (,:) 7 فتمثل حالة الانزياح عن الحالة المستقرة وهي تحقق المعادلة المتجانسة: 
رلا “4 د ونا 
بالشروط 0 - ( , 170 م 0 -(700,1 
0-1)0مم - و)م 2 2م 2 يم - (مئت)ر 
(30) با - (08,0) ,6 
(أي الدالة ,1/6 هي الحل السابق). 


يمكننا أيضاً مناقشة المسألة ذاتها إذا لم يكن هناك شروط ابتدائية. 
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الفصل الثاني 


نك لمع( ة ى كلمطرك لقنئى 
عند دراسة عمليات الإيصال الحراري والانتشار الحراري تصادفنا معادلات تسمى معادلات 
النمط المكافئي وأبسط أشكالها هو الشكل: 


ث0 - بم 0 - رنآا رتنا 
وتسمى معادلة التوصيل الحراري 
(1-2-3) مسائل تؤدي إلى معادلات ذات نمط مكافئي: 
أ . مسألة انتشار الحرارة بشكل خطي: 


لندرس حالة قضيب متجانس طوله ! معزول حرارياً من جوانبه ورقيق بشكل كاف لتكون الحرارة 
واحدة في أي مقطع عرضي للقضيبء واذا كانت 577 ,72]آ درجتا الحرارة عند طرفي القضيب 


فإننا نعلم أن دستور انتشارها الخطي هو: 
ل 3-2) دا 0 - قريةا 


والشكل التالي يوضح 
انتشار الحرارة في ! 
القفضيب. 


إن الحرارة تجري من الطرف الأكثر 4 
(سخونة ) حرارة إلى الطرف الأقل 

سخونة وكمية الحرارة السارية خلال و0 
مقطع مساحته 5 (في واحدة الزمن ) 

1 ماع 1 5 74 

: القانون التجريبيين التاليين: 5 
تعطى وفق القانون التجريبيين التاليين 8-1 الشكل (3 -1-2) 
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(3-2-2) وني _- و كول - 0 
0# / 


حيث » عامل التوصيل الحراري الذي يعتمد على مادة القضيب» ولقد اصطلح غلن اعتبار 


التدفق الحراري موجباً إذا كانت الحرارة تنتقل باتجاه تزايد . 


إن عملية انتشار الحرارة في قضيب يمكن وصفها بوساطة دالة (11),4 وهي التي تعبر عن 
درجة الحرارة في النقطة ا وفي اللحظة ]. 

لنباشظا عقوالميغاً !ل المناييقة لهذه العملية» وول ذلك لنحدد القوات/ع الفيركايية الحاكمة لعماية 
الانتشار هذه. 

1 . قانون فورييه: 


في حالة كون الحرارة على القضيب غير متجانسة فإن انتشارالحرارة يتم من المواضع ذات 
الدرجة الأعلى إلى المواضع ذات الدرجة الأدنى» وتكون كمية الحرارة السارية في المقطع ذي 


(3-2-3) . ... 06 5ب - 000 
(3-2-4) و و ...و ا عا 77 2 تا ا و0 
60# 


كثافة التدفق الحراري وهذه الكثافة تساوي كمية الحرارة السارية في وحذة الزمن خلال مساحة 


قدرها “071 1 ويمكن فهم هذه الكمية وفق العلاقة: 
م6 12 12 
(3-2-5) مل ل > كو ]| 5- - و4] - © 
2 5 


وعندما يكون القضيب غير متجانس فإن المعامل ‏ يكون تابعاً لا أي شكله 00/. 
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2 . معلوم في علم الحرارة أن كمية الحرارة اللازمة لرفع درجة حرارة جسم ما متجانس بمقدار 


لاك هي 
(3-2-60)............... حبيييييت”””””##7777تضييلا هك 17 م 5 - نلك . 11 .ن) - 0) 


ويمكننا الخصول على علاقة تكاملية للكمية الحرارة © لكتلة محددة بالنقطتين 1< ,2< كما يلي: 


22 
(3-2-7) اا كر الات اق (20) لتخالاص | - 0 


2*1 


3 من المعلوم أنه يحدث امتصاص لانتشار الحرارة داخل القضيب (مثل حالة مرور تيار 
كهربائي أو نتيجة تفاعلات كيميائية .....إلخ )» فلنفرض أن (2/4 هي الدالة الممثلة لكثافة 
الحرارة المنبعثة من النقطة *« في اللحظة ؛» وخلال فترة 04 تنبعث حرارة من القطعة ذات الطول 


0 تساوي: 


(3-2-8) /. ل «ك ( ,170 5 - 00 
أو 
ل عق 
(3-2-9) «ى... مب > ل 50 / 0-5 
1 11 


حيث 0 هي الحرارة المنبعثة من الجزء (/2* ,,*) خلال الفترة (2) ,61). 


فإذا استعنا بالعلاقات (3-2-5) و (3-2-7) و (3-2-9) وقانون حفظ الطاقة يمكننا كتابة: 


م 
احير 


4.2 


ده 2 أ 


61 


27 
+) خععر_ 
(222) 3 


2عحير 
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(3-2-10) م 0 جك [(6رع)نن - (ركرق )تاوت | - 200202 + 


2011 
وهي الصورة التكاملية لمعادلة التوصيل الحراري وللحصول على الصورة التفاضلية نفترض أن 
(70] تقبل التفاضل مرتين بالنسبة ل« ومرة واحدة بالنسبة لغ (بعملية التفاضل قد نخسر بعض 


الحلول ولكن في لتنا هذه هذا غير ما#إقود)/ 5 
حى قم | 


هه / 
ال [(رارء) لا - (وارع)نا]امع1 - أاهطا( را )1 


10 © 
سطي] - 
(2)2.2 ٍَ 


22 


3ع 


وباستخدام نظرية التزايدات المحدودة نحصل على: 


ح اخاهط ا( ,ا ) ل دعاك 0 ات 0 
ه60 
(3-2-12) ل #ن...... ةذ كنا ممم - 
0 01 
1-3 
حيث 5< ,4 ,73 ,15 ,14 ,43 نقط وسطية في الفترة (2*« ,1) » (42 ,61) على الترتيب. 
وبعد الاختصار على 4114 ,نلك نجد: 
601 00 , ) 6 
ا ١‏ ٍِ )1 4 
و ل 1 6 ا 
وبالانتقال إلى الزيادات نجد: 
(3-2-14) لكر م 9 
غ0 44 ونه 
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هم حالات خاصة: 
1 . القضيب متجانس عندها تكون م ,0 , ثوابت وتأخذ المعادلة (3-2-14) الشكل: 


(6] + برلا “0 - ,نا 


06 "1 - (,) / 2 0 
66 م2 6 


يسمى 02 معامل التوصيل الحراري وإذا انعدمت مصادر الحرارة (0-(/,:17”0) عندها نحصل 
على المعادلة: 


2. إذا اعتمدت مصادر الحرارة فقط على درجة الحرارة عندها يخضع التبادل الحراري لقانون 
نيوتن (التبادل مع الوسط المحيط) وتكون كمية الحرارة التي يفقدها القضيب في وحدة الأطوال 
وواحدة الزمن من الشكل: 

(0 -ن) دور 
حيث (4 ,*) 6 درجة حرارة الوسط المحيط و/ معامل التبادل الحراري وبذلك تكون كثافة 
مصادر الحرارة هي: 

(3-2-15) الح ... إبريياا...... الأرينا. عالاسة ...2 (0 - ن)ط - زا )1 - بز 
حيث ,770 هي كثافة مصادر الحرارة الأخرى واذا كان القضيب متجانساً فإن معادلة 


التوصيل الحراري مع التبادل الحراري الجانبي تأخذ الصورة: 
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0] + نآيه - برلا كه ,نا 
يث 1# دن و 2,/ دالة معلومة. 
3 وأخيراً إذا درست حالة التوصيل الحراري خلال فترة زمنية كبيرة فإن هذه المعادلة تصبح 
معادلة شبه خطية. 
ب . معادلة انتشار الغازات: 


في حالتنا هذه عندما يكون الوسط (الوسط الغازي) غير متجانس التركيز فإن الانتشار يتم من 
المنطقةيذات التركين#الأعلى إلى المنطقة ذاث التركيز الأدنى (نفس الحالة#يمكنا أن,تحدك في 
المحاليل غير متجانسة التركيز). 


لتكن لدينا أنبوبة مجوفة أو مملوءة بمادة مسامية مع افتراض تركيز للغاز في مقطع الأنبوبة في 
أي لحظة هو تركيز واحد. عندئذ فإن عملية الانتشار يمكن وضعها بالدالة (7066,4] التي تعبر 


عن التركيز في المقطع <« في اللحظة الزمنية + (هذا التركيز يتبع «). 
وحسب قانون نرنست تكون كثافة الغاز المتسرب خلال المقطع « وفي الفترة 414 مساوية ل 
عن سناو ح 000 
060 


غ0 1/5 - 
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2 معامل الانتشار و5 مساحةالمقطع (/,1/0 كثافة التدفق الانتشاري وهي تساوي كتلة الغاز 
المتسربة في وحدة الزمن خلال وحدة المساحة ووفقاً لتعريف التركيز فإن كمية الغاز في الحجم 
7 تكون مساوية ل 


من هنا يمكننا أن نحصل على تغيير كتلة الغاز في منطقة الأنبوب المحددة 


ب( ,1 عندما يتغير التركيز بلاك كما يلي: 
22 
.0000 | - 10 
2*1 


حيث (:6) معام المسامية. 


وتكون معادلة توازن كتلة الغاز من تلك المنطقة خلال الفترة (2) ,61) هي: 


02 1 )10 -(80,2) رمم و 


22 
6 (رع) تاب (رارع)س](ع)ن | 5 < 


2 


وبمناقشة مشابهة لما سبق في الفقرة السابقة نحصل على: 


22_25 بحي “ م لصي ايد ص م 
070 60 


وهي معادلة انثقتاز الغازات#وهي.كما نرىمشابهة_لمعادلة التوصيل' الحراري '(بانعدام مصادر 


المادة وانعدام الانتشار عند ج5ال الأنبيبة)ا 


ج . انتشار الحرارة في الفراغ: 
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يمكننا اعتبار الدالة (7,2,4] دالة معبرة عن درجة الحرارة في نقطة (2,ل30 في الفراغ 
في اللحظة + وتكون هذه الدالة إشارة مميزة لانتشار الحرارة في الفراغ» فإذا كان الوسط غير 


متجانس حرارياً نشأ تدفق حراري من المناطق الأعلى درجة إلى المناطق الأخفض درجة. 


لنفترضص 006 سطح صغير يحيط بنقطة ما [ي ,77 5)// من الفراغ وليكن م[ شعاع واحدة 
الناظم عليه هذا السطح . 'إنى كم الله« التي تخكزة 13901 خلال راحدللزمن يعبر 
عنها وفق قانون فورييه ب 


97 


6 -- - 1106 117) - ىل ,لاا 
07 


بشكل آخر يمكن أن نعبر عن هذه الكمية بقانون فورييه 
57 


لا 19700 - ح أرإراآ 


حيث 117 هي كمية شعاعية تمثل التدفق (كثافة التدفق الحراري) وسوف نعدقد في دراستنا على 
كون الوسط متشابكك] وأن / كمية ماللييال 


ليكن 17 حجماً محدداً بالسطح 5. إن معادلة التوازن الحراري للحجم /1 خلال الفترة - غك 
7 - 2غ تكتب على الصورة: 


- ,417( , 1لل) تا - (يا, 81) تااصه |[ | 
7 
18 12 
(3-2-20) 00 0ض م ,34,24 |[[ه | + 4|146 | 5 
7 0 5ك 1غ 
هذه الصورة تعبر عن قانون حفظ الحرارة في الحجم / .خلال الفترة 4 والذي يقول إن كمية 


الحرارة في الحجم 17 خلال +4 تنتج بسبب تدفق الحرارة خلال السطح 5 (الحد الأول من 
الطرف الأيمن) وكذلك من كمية الحرارة المنبعثة من الحجم 17 خلال الفترة 4 نتيجة مصادر 
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الحرارة حيث (6 ,77,) 14 نقطة 050706 ح ,,077 و م السعة الحرارية لواحدة الحجم 
وملاما التدفق الحراري الناظمي. 

للانتقال من (3-2-20) إلى المعادلة التفاضلية نفترض (17)14,4 دالة تقبل التفاضل مرتين 
بالنسبة ل// ومرة واحدة بالنسبة ل8» وأن هذه المشتقات مستمرة وحسب علاقة غوص - 


أوستراغرادسكي: 


بل للاضة ||| - ه4 ,1 || 


7 5 
وعندها تصبح (3-2-20): 


- ,ات( ,م) تا- (يا, 34) تاي ||| 


041 ,)17 ]|| 1 017 117 ذل اه - 


وبتطبيق نظرية القيمة الوسطى ونظرية التزايدات المحدودة للدوال ذات المتحولات الكثيرة نحمصل 
إعلى : 


0 


اسم تلح |للا17ل-|- اعد ١١0‏ 


5ع 11-1 


حيث 2] ,وآ و4] نقط ود سطية من ]اك و ا أ/اا ,1/3 نقط من 6 اننفه ,)ال داخل 37 
مركز الحجم 17 ونجعل 0 + 414 ونختصر على 7 .414 فنجد: 


(2:1:/ل 1 7 (1 ,2 '[ ,36) 0171/7 4 ار أ[ 0 


نعوض عن لا 0700 1- ح 7[ فنجد: 
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“1 -+ (11ل 010 1 )ال ح ,لام 
أو 


(3-2-21) لس + (0721) 07 0 
42 


حيث © - - 02 زه /#ااآيلة المطلويق 
27 ي 


من المفيك # فط أن المعادلة الأخيرة يمكرنا أن نطق عليها شروطاً حدية واكتدائية مختلفة. 


(2-2-3): طريقة فصل المتحولات والمعادلات ذات النمط المكافئي: 
لتكن لدينا المعادلة: 
لد طق.. "قر ٠... ٠.٠٠.‏ ##بب| 0< ..... ..... 0 يذ | سن 2و - ,0 
حيث 0 <] :|| 1١‏ #بي> 0 
والشروط الابتدائية والحدية التالية: 
(3-2-23).. ون . ...... ٠...‏ #ووييةا ا ند -800 :ف 0002 - (1100 
(352-24 اماج ..... 8.. ...0 دما )يلمر - (,ا) تل : ())سر - (,0) 00 
لنبدأ بحل المسألة البسيطة (عند كون المعادلة متجانسة): 
(3-2-25) .. 1> #« >0 71> ]> 0 بولا كه دعنا 


(6-2-206) ...60م - (1060 ............... 0 - 0 ملالا - (,0)نا 
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لنفرض شكل الحل كما يلي: 
(832227) مسي م لما اام افو د و مد م .5 لم 3ه عونا 


نعوض في (3-2-25) فنجد: 


حيث1 ثابت:وبذلك نحصل على المُعادلتين التاليتين: 
فيل م .. يه .............. 1...!........... ب مكار د 2 
0 ( انان 0 ذه 

ومن الشروط الحدية نجد: 

10( - 10( - 0 


وكما مر معنا سابقاً فإن حل المعادلة (3-2-28) يكون من الشكل: 


511 - 069 
2 
حي | هع 5 4 ويقاِل هذا اللكك+حل.للمعادلة"(3-2-29)يهو: 


يب ا جاه 
ومنه يكون حل المعادلة (3-2-25) هو: 


0 ا د - (1,ن) نا 


1-1 


ومن أجل 0 - ] نجد: 
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ء_- 00 2 - (3)م - (0,) نآ 


حر 
وحسب نظرية نشر فورييه نجد أن: 


117 02 
ل 1ك( 27ت رع 
إٍ 0 ١‏ 
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الفصلالثالث 
(1-3-3): المعادلات ذات النمط الناقصي: 


عند البحث عن عمليات مستقرة نلاحظ أنه مهما اختلفت الطبيعة الفيزيائية لهذه العمليات 
(اهتزازات» توصيل حراريء انتشار غازات) فإننا نصل بالنتيجة إلى معادلات ذات نمط ناقصي 
وأكثر هذه المعادلات شيوعاً هي معادلة لابلاس: 


...01150100000 و ... لق.. .1 0 - ]1 ا 
(2-3-3): مسائل يؤول حلها لمعادلة لابلاس: 
أ. المجال الحراري المستقر: 


لقد وجدنا سابقاً أن المعادلة الناتجة عن دراسة مجالٍ حراري مستقر ( معادلة التوصيل الحراري) 


هي من الشكل: 


وعندما تكون العملية مستقرة (أي لا تعتمد على الزمن) فإن توزع الحرارة لا يتعلق بالزمن أي 


0 ]ا ومنه نحصل على المعادلة: 
0 - 7217 
وهي معادلة لابلاس. 


وإذا وجدت مصادر حرارة أخرى فإننا نحصل من المعادلة (3-3-2) (بالاستقرار) على: 
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حيث 7 كثافة المصدر الحراري و معامل التوصيل الحراري ونحصل على معادلة (3-3-3) 


ليكن المطلوب تعوين دالة (7),[/,2] (ولتكن درجة الحرارة) المحققة داخل حجم "1 المعادلة: 
(2 0 1 ع 72 
بشروط حدية من أحد الأشكال التالية: 


1 ا ان عواطم <«الفحيط ب1. 


2. وكات عزو السطحز. 
0 


27 
3 0- 1 افا ثور 
0 )12 )1 + 6 على 


1 7 0 
حيث 11 ,1/ ,5/ ,5/ دوال معروفة» 2 المشتق الناظمي ل0] على 27. 


في الحالة الأولى نسمي المسألة مسألة ديرخليهءوفي الحالة الثانية والثالثة فتسمى المسألة مسألة 


نيمان. 
وكمثال على ذلك ندرس مسألة التيار الجهدي للسائل بدون مصادر خارجية: 


م وسرعته (2,ل,:) اء وإذا كان هذا التيار كمونيل (محافظاً) فإن سرعته ٠‏ تحقق: 


(3-3-4) حا لحل لالح مم اجو قط ل موق قر فول فقاو لط لاوقا 0 0700 - - 17 
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حيث 7 دالة سلمية تسمى كمون السرعة وعند انعدام المصادر ( أي كان الحقل /ا لولبياً ) أي: 
0 ع- م مقل 
فإن © يكون توافقي (كمون السرعة). 


- ليكن لدينا تيار مستقر (محافظ ) ذو كثافة حجمية (2,/ز,») 'رزء فإذا انعدمت المصادر 


الحجمية للتيار في الوسط فإن: 
(-3 “قلق ...<<« 00 0 0 مس "7 0 -ز ذل 


وإذا كان 8 هو المجال الكهربائي المحدد بوساط كثافة التيار وفق قانون أوم ب 


ددع 
1 


حيث ا الناقلية في الوسط. والعملية تتم بشروط الاستقرار» ويكون ضمن هذه الشروط المجال ع 


© 0700 -<- 
حيث يمكننا كتابة: 
© 0700 ل - - ز 


وبذلك نجد: 
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أي أن جهد التيار (كمون التيار) يحقق معادلة لابلاس. 


يمكننا أيضاً دراسة المجال الكهربائي للشحنات المستقرة أي المحققة ل0 - 70417 ومنه حسب 


التحليل الشعاعي يمكننا أن نكتب: 
0 0700 - - ع[ 
حيث 7 هو كمون الحقل. 


وبفررضّن: (66/,2) ,م الكثافة ,التجّمية للشحنات الموجودة في الؤسط (بفرض#أنْ عامل نفؤذية 
الوسط يسلاوي|1 - مع)فنجد حسب القانون الرئيسي في الكهرباء الدينامكية. 


1م ]||| 47- ,هرح م4 - 45 |[ 

5 1 

حيث 7 حجم ما و5 سطح يحيط ب7 وأما 26 فهي مجموع الشحنات داخل 7 وحسب قانون 
غوص . أوستراغرادمرلني: 


01 ني || - 5.4 إ] 


فإننا نحصل على 

م7 4 - 8ط مطل 
واذا عوضنا عن ) 0700 - - /1 نجد: 

09 4 - - و 2ج7] 
أي أن الكمون الكهربائي في هذه الحالة يحقق معادلة بواسون. 


وعند انعدام الشحنات (0 - 0) فإن © تحقق معادلة لابلاس. 
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(3-3-3): بعض حلول معادلة لابلاس: 


تشكل حلول معادلة لابلاس ذات التمائل الكروي أو الأسطواني (تلك الحلول التي تعتمد على 


متحول واحد) أهمية خاصة. 


إن حل معادلة لابلاس ذي الشكل (170) - 17 (ذي التمائل الكروي ) يتحدد من المعادلة 


التفاضلية: 


وبتكامل هذه المعادلة نحصل على: 


وباختيار مناسآ] للثوابت و6 ,© الحصلا عيل: 


والدالة هذه تسمى عادة الحل الأساسي لمعادلة لابلاس. 


وعندما تكون الدالة معينة أسطوانياً ومتعلقة فقط بالمتحول م أي: 


فلن الحل يكون من الشكل: 


وباختيار مناسب للثوابت نجد: 


-397- 


(م) لا - نا 


وم + م 1١‏ رن) - نا 


ا ا 


وتسمى الدالة أيضاً بالحل الأساسي لمعادلة لابلاس في المستوي (بمتحولين مستقلين). 

> ملاحظات: 

إن الدالة دن معينة في كل الفراغ عدا في نقطة المبدأ فتصبح لا نهائية وبدقة مناسبة 
م 14 - 

يمكن أن نركز الشحنة النقطية 6 في نقطة الأصل ونحصل على الكمون عندها: 


كن 
1 


بنفس الطريقة يمكن أن تكون الدالة ع ,10 محققة لمعادلة لابلاس وبدقة مناسبة يمكن 
م 


هذه الخاصة عندما 0 -م ويكون لدينا: 


1 ,26 - ا 
م 


حيث ,ه كثافة الشحنة في واحدة الطول . إن لهاتين الدالتين أهمية خاصة بعند دراسة الدوال 


التوافقية. 
(4-3-3): طريقة تحويل لابلاس في حل المعادلات التفاضلية الجزئية: 


عند تطبيق تحويل لابلاس على التابع المجهول (1060,4 نحصل على تابع جديد وسيطي لنرمز 
له برك انق (مشلك معد إمنة ال 577155" ات في تحريل قار ان لهذا فإن: 


لاو م6 ألا6 
5.0 1-6 
0 ا 0 1 
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000 0 
0 (2,<) ل "” م6] ع 
١ 62‏ 


0 
57 _ 010 )25( 

0# 0 

و 
(0:) نا - (8,5) ناي 0-25 

ل © ا 

نآ6 62 أ 
0 2 (7,0) ناى 7 (5 0500 5 - 0 

| 620 | 4 ),5( 

جل “يه | 


هذا يعني أن المعادلة الناتجة هي معادلة تفاضلية عادية تابعها المجهول هو (17)02,5آ» ومن 
المفترض أننا نعلم حلها نطبق بعدها تحويل لابلاس العكسي على (5 ,1708 فنحصل على الحل 
المطلوب (,1/)8. 


سنوضجع هذه الطؤويك#يمن خلال حل #انين #ووونتصدتينة انيف نموذجية. 
(5-3-3): أمثلة توضيحية: 


لتكن الدالة (70,4]الممثلة لدرجة حرارة قضيب متجانس طوله يساوي الوحدة محمولاً على 


محور السينات (02). 
إن المأحايلة [اشيكسة لهذه الحزكة(تسسنطم)_هى _من_الشكلدة 


810 به 
عل غ6 


لتكن لدينا الشروط الحدية والابتدائية التالية: 
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درجة الحرارة الابتدائية ثابتة وهي: 
0 - (0 00 


في اللحظة 0 - + تؤثر على القضيت"كَنَد التَهايّة دَرّجَّة“خرارة.هي ١‏ - (1)1,0 وعند النهاية 


الأخرى تكون درجة الحرارة صفر أي 0-(11)0,0 والنهاية معزولة أي: ى - لا © 
6# 


لنفترض أن .. (5,<) 1 [(,) ت1]م 
وبملاحظة أن 


(0,4(1-10)1,5 لام 


0 
- - [طام - 
5 
«(4020.5 _ 6 7 
4 8 2 
نطبق تحويل لابلاس على المعادلة المفروضة فنجد: 
(85) 0310 
من - ن - (و ,«) ناو 
7 (8,5) 
2 
0--ح لاد ب 
01 


وحل هذه المعادلة التفاضلية العادية (كما نعلم) من الشكل: 


+5 مك0 + وم ,© - (5,) نآ 
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0 


20م« 


وحسب الشرط > - [(1,6) نآ]م 


لهذا نجد: 


أي: 


نعوض في عبارة (5 “)لا 


وبأخذ التحويل المعاكس: 


وبحساب رواسب التابع 
واإمتاعى 


6 دجا 5 


0 0 
كيرد / © هك 
5 + 5 


_ 6+0 


500 


“د مداه م +52 ,)تآ 
5 


جنا 


1- 6 3 
ع © (0 -ط) + عه - ( ,ا ) نا 


1 السك 7 


ا أوعة و( 64) + - 


ولمطعى لك 


م نجد أن الأقطاب هي: 
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4 
وبهذا نجد: 
ب #ستداك عي زووج 
520015 
4 “م “تحم2) اير 
#رنة + “ضهة _ 7 لكك “هم أوعر] 
2 2-1) ولمطعى 
وبذلك يكون الحل: 
و ا ل رار 0 
7 05 اكد كو 2 + ط- ( ,)نا 
0 1-م22ك عر 


(6-3-3): المعاملات التفاضلية الجزئية بأكثر من متحول: 
لندرس مسألة اهتزاز غشاء مرن أو ما يسمى بالمعادلة الموجية ذات البعدين. 


لنفرض_. أن الغشاء مرن موجود في سطح مستو 7<؛ وبفرض 7[ م عام به 5ل 
1 


1 : 


الشكل (3 -3 -1) ع 
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رلاحظ أن القوى المؤثرة على القطع #«ك ,نزك هي »«ك.1 , /زك.1 على الترتيب حيث 7 يمثل 
قوى التوتر في واحدة الأطوالء وبتقريب مقبول فإن زوايا الانحناء تكون صغيرة كافياً لنستبدل 
جيوب تمامها بالواحد وتكون المركبات الأفقية لهذه القوى متساوية ومتعاكسة مباشرة أي أن 


الحركة الأفقية معدومة ضمن تقريب مقبولء وأما المركبات الشاقولية فهي: 
0 مأك برك 17 - , 512/8 ك1 
والمحطظلة/تكون: 


(:0 وخ - 9/3))ن(ك. 1 - (يه 511 - 5111/7) نك 1 
4 4 

1 اك 01 وعلط 5 ره 0 
0 0# 


حيث /ز < نز ,ما < زرك + بل 


وتكون محصلة القوى المؤثرة شاقولياً على الطرفين الآخرين هي: 


27 27 
(مرريء) ‏ - زمزم 4 ر)]ء_- عل 1 
6 6 


ا كو + اد 0 


ه60 ه60 6 
اليم - رن دل + اند 1 -2- تزفحلام 
060 60 2 


42 0 
ميم 2 - مز + 0 + 
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وبالانتقال إلى النهايات 0 جح نك » 0 1 / نجد: 


خيرم تبرمهام 62 
2 2 2 

(و-3-3) 22 بدت 0 3 2 - 2 
)0 04 1 


وهي المعادلة الموجبة لاهتزاز غشاء مرن ذات بعدين. 
تطبيقات: 
استخدام الإحداثيات المختلفة في المعادلات التفاضلية الجزئية: 
إن استخدام أنظمة الأحداثيات المختلفة تسهل في بعض الأحيان حل المسائل فمثلاً» إذا كان 
الغشاء المهتز دائرياً عندها يسهل استخدام الإحداثيات القطبية التي نستخدم فيها التحويل: 
06 7دمر ىو 7)056 -وع 


فإذا فرضنا أن معادلة محيط الغشاء هي: 


0 - م 
حيث #رثابت #اإركاق 'المكللب تل الم كلاه النفاسعاقة" الكرنية: 
0*0 7/ 0 
2 © معدي 
6 ع6 
فإن استخدام الشكل القطبي لهذه المعادلة وهو: 
لم65 1 16 65 
(3-3-10) لي وي اصن و ا ا 1 ا 2 7 لشتاكت أن ١‏ 


35 
2 2م بعرم ترم 


يسهل عملية الحل» وسنرى ذلك من أجل مسألة الغشاء الدائري ذي نصف القطر 19. 
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إذا لاحظنا أن الحلول متناظرة قطرياً (أي لا تتعلق بالإحداثي 6) فإن المعادلة التفاضلية ( -3-3 


0) نعود إلى الشكل: 
2 06 
عم للق 187 كن 
مرق م رم 7 
لأن 0 - راي » وعندما يكون الغشاء تابد على محيط أي >7 فإن الشرط الحدي يصبح: 


0 - 0 ,)نا 


وبفرض أن 0د لاك 


00 
فإننا نستطيع حل المعادلة الأخيرة بطريقة فصل المتحولات كما يلي: 
لنفيض أن شكل الحل هو: 
00 . ()11-(, )لا 


نشئق ونعوض في المعادلة الأخيرة فنجد: 


نقسم على 0717.09 فنجد: 


(27)0 , (سخه]) 1 _ 00و42 1 
0 2 )17 عل )2ه 


نلاحظ أن الطرف الأول يتبع + والثاني / وهما متساويان أي كل منهما ثابت لهذا نجد: 
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1 43900 _ 2 


(3-3-11) لم و 4425© 2420406 
2 
1470١‏ 4537| 1 
مل م تمق )17 
أو 
2-2 0 
0 حام)ن 2ن “اد لكت 
960 3 
27 
ا 7 
إل م ثعل 
لنغير المتحول كما يلي: 
مع 17 
فنجد: 
7ص0 5 07 07 _ 17ل 
01 مل مل برل 
9 4 07 
1 8 
مل )عل تسل 
7 47 
مل تبن 
2077 _ 
01 
نعوض ونصلح فنجد: 
2 
1 
لشن لا 03 
و4 #2 0 
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وهذه المعادلة كما نعلم تقبل الحل من النوع: 
(0 21 + )و لره - (0) 17 
حيث (10)7 ,(10)7 تابعا بيسيل من النوعين الأول والثاني من المرتبة صفر. 


وبما أن الغشاء محدود فإن © ج (77)7 عندما 0 ح”, ولهذا يلزم أن يكون .0 - 22©.ء وإذا 


أخذنا 1 - ,© نجد: 
(0) 0ل - () ول - (1/)6 
أي الحل: 
(10) 30 ())و- ,)نا 
وحسب الشرط 0 -(,709] نجد: 
0 - (0) و3 () و - (ا ,)نآ 


حيث ,يه الأصفار الموجبة ل(/])0ل. 


37 


وى 
/ 0 جه اناك م 
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الشكل (3 -3 -2) 


(7-3-3): معادلة لابلاس بالأبعاد الثلائة (نظرية الكمون): 
من أهم المعادلات التفاضلية الجزئية معادلة لابلاس أي المعادلة: 


6 يثة 65 _ 


: 27> 
7ج *يرم تيرم 


ولقد أطلق الرياضيون اسم نظرية الكمون أو نظرية الجهد على حل هذه المعادلة» ودعيت التوابع 
المحققة لها بالتوابع التوافقية والتي تتميز بأن مشتقاتها الثانية مستمرة. 


لقد حلت هذه المسألة رياضياً بوساطة التحليل العقدي وتابع بمتحولين ٠‏ وسوف نذكر بعض 
حلولها في التطبيقات الهندسية في أبحاث الجاذبية حيث يعطي قانون نيوتن قوى الجاذبية بين 


كتلتين 7/ ,// والبعد بينهما / كتابع “1 تدرجه هو التابع: 


حيث 9 التسارع الأرضي و/ يعطى كما يلي(/ بعد الكتلة الأولى عن الثانية): 


١ + )2- 7‏ )+ 08-7 - ر 
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ويسمى التابع (70,[/,2] بكمون حقل الجاذبية وهو تحقق معادلة لابلاس أي: 


0 - 1721 حيث 0 
1 


وعند دراسة الشحن الكهزبائية ذات الكثافة (2,/ل,) م الموزعة على منطقة 8 في الفراغ فإن 
الكمون يعطى: 


0 <) كلم ||| 1 - (2 ,نز ,)نا 
14 
والتابع ل 7 حل لمعادلة لابلاس أي الكمون الكهربائى السابق حل لمعادلة لابلاس: 
9 1 1 
1 
لنرل ل | < |“ كام ||| - 75 
3 6 1ه 
وفي الكهرباء الساكنة تكون القوى المؤثرة هي قوى كولوم الممائلة لقوى نيوتن» وهذا يدل على أن 


كمون الحقل الناتج هو أيضاً حل لمعادلة لابلاس وهو توافقي أيضاً. 


كذلك الأمر في مسألة انتشار الحرارة حيث تكون المعادلة الأساسية من الشكل: 


وعندما تكون الحرارة غير م تعلقة بالزمن نحصل أيضاً على معادلة لابلاس ٠‏ وفي التطبيقات 
الهندسية نحتاج لحل معادلة لابلاس على سطوح معينة محددة وضمن شروط حدية وابتدائية 
معينة » ولهذا نستخدم نظام الإحداثيات المناسب لشروط المسألة » فإذا كان التناظر مركزياً 


فضلت الإحداثيات الكروية» واذا كان التناظر محورياً فضلت الإحداثيات الأسطوانية وهكذا. 


ولقد رأينا معادلة بيسيل في الإحداثيات القطبية ويمكن الحصول على معادلة ليجاندر في 
الإحداثيات الكروية. 
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مسائل محلولة ( 3 - 3 - 8 ) دممعاطمءه لع/اه5 
مثال (1): 
أوجد حل المعادلة التفاضلية الجزئية: 


2 
01 عر _ لاق 


0 <] , 1>«*« >0 ريم 
4م 


0 <غ) , 0 -0,0)نا 
0 <1), 0-<1,2)لا 
1[ > *«> 0 0 - (010,0آ 
وهي تمثل معادلة انتشار الحرارة على قضيب متجانس طوله2 ! ضمن شروط تحقق الانتشار 
الحراري المتساوي على سطح القضيب. 
لنحل المعادلة بطريقة فصل المتحولات أي لنفرض أن الحل من الشكل: 
100 . 600 غ1 - رامنا 
نبدل في المعادلة المفروضة فنجد: 


2 آي الى 
لاج عم ال د ست 
26 


وهذا يعطي: 
0 -غز شم + ير 


0 -7ع1 2م بخر 
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ومن الشروط الابتدائية والحدية نجد: 


0 - 0) 1 . (00]ا - (,0)نا 


0 - 0) 1 . (0 ]1 - ( ,اانا 


وهذا يعطي: 
0 - 24 ,يت (200 
مع المعادلة: 
0 - وم عر تم + وم 
وحلها كما نعلم: 


5171 8 + يام 5م) 4 - 00 2 
وحسب الشروط نجد أن الثابت 0 - 4/» وحسب الشرط الحدي الآخر نجد: 
0 - ايه ناك 8 - (1)ا 
ومنه 0 - 7 11 )5171 - (01 )511 
أي أن الحل هو: 


1], 0 - 87 


وأما المعادلة الأخرى: 
0 -1ع] 2م + ]1 
فحلها كما نعلم هو حل أسي من الشكل: 


“تدم 0 - )1 
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0 ا - )1 
ويكون الحل: 
و ١ر129‏ - مر 2071 
حيث م6 وه - م0 
ويكون الحل 


والثابت م0 يتعين من نشر فورييه الفردي كما يلي: 


11 


_ 211 


أي الحل المطلوب هو: 


1 أل 2 
دك 
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8 »م 1 إنكد] 


00 1 .00 م2 - () 6 نا 


جم 
3 3 
1 


2 
لمرو" لكام لع ح (1,<) نا 


احر 


ا 6 يقت (2,0) نا 
حر 


1 
امع اذك | 0 - ,0 
117 / 1 


+ يل -0.ن 


0 


مثال(2): 


أوجد حلاً للمعادلة التفاضلية الجزئية: 


لنفرض: 


نبدل في المعادلة المفروضة فنجد: 


(وذلك اعتماداً على المثال (3) ) 


> --- 85 
:5111 ام كد وه 
117 ان 
2 
0 <), 1[>خ«> 0 القن كلت 
60 01 


06 - رناآ - زا ,1)لآ , 0 - (,0)نا 


1[ > >0 + - (0)1,0ا 
0 
1و- 5 0 )ارا ب 0 )نا 


2 
ناتك 2 هلك 


71-0 > بر > 0 - 105 
0 / 


0 - 0 ,1 /لآ , 0- ( ,متلا 


1[ > * >0 بولك ير - ويج ا 


ب “هر 1 ه04 
مك وول 1 1 1 اعت اععك )ا (8,1) لآ 
0 
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مثال (3): 
ليكق المطلوب إيجاد خل للمعادلة التفاضلية الجزكية: 


2 


2>بر> 0 0 , >> 0 0 - (رعمن 72] 


0 > > 0 - (00,0] 
60 
0 - )9 
00,17 0 
26 
0 
0 - ,)ل 
(7[,©) 0 
الممثلة لانتشار حرارة على مستطيل رقيق أبعاده 0, 5 معزول من الطرفين. 
طرفه الأول درجة حرارته صفر والثاني محدد بتابع ما “ا - 60/ 
ليكن شكل الحل هو: 


(مز) 1 . 100 رز ,06)ل 


نبدل في المعادلة المفروضة فنجد: 


0 - غ11 - 6 
0 -م +[ 
ومن الشروط الحدية 0 >“ , 0->-«نجد: 
0<ده تم دز 
ومن أجل حل غير تافه: 
0 دج تم بير 
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0 - (0) ع[ - (0) ك2 
ويكون الحل: 
+ 511 8 +2 ينه 205) 4 - (200 


1 
ومن الشروط الجؤقل نجد أن 0 - 8 ,9 5755 0,12 .. 4 
0 


"ايل 5كم)رك - (2) , 1 
0 


أما حل معادلة /ا فيكون من الشكل: 
ايه 5 12+ تزيم لاع ) - زلا 


وهي تكتب كما يلي: 


(1 +07 1د 8 - ربكا 


دم 7 17 ع 


0 - (8 + ماه «5 5 - (م)آ 


ا 


)0 - )511 كوو ارد - (/ز )نآ 
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مسائل إضافية ( 3 - 3 - 9 ) وممعاطممم لإقغمعصمعاممند5 


1-حل المعادلات التفاضلية الجزئية التالية: 


_ لذ _ له 
2 4 
0 <غ , 0<مر 
0 <نا ٠»‏ - زم ,انا 
0 <م , 0ع رول لإلفيقابة 
0# 
2 
ب- م مه عر ه مو - 70 
26 0 
مز - زمىد)نا 
>« - (0,«) بن 
ج-حل مسألة ديرخليه 
0>1»>م , 41>-يير هم يا 
ه-(نريل)ن ‏ :22:5 0 -(بز,م)ن 
7 


0 -(1ند)نا ١‏ 
2- أوجد حلاً لمسألة نيومان: 


0 > عر > 0 رو شير ع 975 
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م جر 6ك مج زا دان 


مسائل عام 
الباب الأول 
النموذج الأول 
1. انشر التابع (الدالة) و 0د وفق سلسلة لانت وضمقة الشروط 
تاها 
2. احسب التكاملات التالية : 


2 00 
١ ل‎ 25-4060 


3. انظر فيما إذا كانت الدالة 2 510+ 2 - ا تطبيقاً مطابقاً (محافظاً ) على النطاق 2 > |2|. 
النموذج الثاني: 


٠1‏ عين النقاط الشاذة للدالتين وبين نوع كل نقطة وعين الراسب عندها: 
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2. احسب التكامل 42"( - 2) # - 1حيث: ” - |ه- 1':|2 


3. احسب التكامل الحقيقي التالي بواسطة نظرية الرواسب: 


64 5 
1ك 
4. عين النقاط الثابتة ( غير المتغيرة) في التطبيق المطابق التالي: 
22-5 
ح- (2 )غ ع برا 
4 + 2 2 
النموذج الثالث: 
22 
1. انشر التابع العقدي 0 7 في جوار 2 - 2 واذكر قيمة الراسب عندها. 
يٍ 0 : 


2 عيّن النقاط الشاذة ونوع كل منها والراسب عندها لكل من التوابع التالية: 


فح و 
- (2) لآ 
تح يا 2 
057) 
2 -(202آ1 


3. احسب قيمة التكاملات التالية: 


ته 2 - ,1 حيث "1 هو المستقيم الواصل بين (8)1,1 , (4)/0,0. 
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ص 
23510 ود -. 


0051 
.ا 


النموذج الرابع: 
الع ع اق 0 3] حيث 5 هو اللند: (8)2,2 ,(1,0أقر. (00070 


2. بفرط(8)/ بتاع تحليلي بسيط على المنطقة البسيطة 8 التي يحيط بها#المنحني '1 


وبفرض © نقطة داخلية من 7 فبرهن أن: 


0 د 07 


(ه- 2) !1 


)ءاه 
وي اب د - 00)"] 


5 استخدم نظرية الرواسب في حساب قيمة التكامل: 


2 معد 
2 
52-7 
5 / 


1. برهن أن التابع 2-2 + 1(7-*«) - (ز ,)ل توافقي » ثم أوجد التابع (/( ,)7 المرافق 
له والذي يجعل التابع (/[,)/ة + (/[ ,)يا - (زؤ+ *) / تحليلياً دوماً. اكتب عبارة (2)/ 


حيث: بز +ع دج . 


2 عيّن نوع النقطة الشاذة لكل من التوابع التالية واذكر قيمة الراسب عندها: 
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000 


جلت -ح (2)ي1, -<(2)آ1 
(2)2-1 وى 
27 
3. احسب التكاملات التالية: 
دن 2 للأى + مداه أ 1 
((12- 2) دما 
2 0 
07 ح كل 
7 5 


النموذج السادس: 


1. أوجد القسم الحقيقي والقسم الوهمي للتابع 58722 - (2)/ ثم تحقق من شروط كوشي 
وريمان ليكون (2)/ تحليلياً. 


2 لتكن 1 - |2 دائرة ولتكن لدينا النقاط (0)1,2 ,(8)0,1 ,(4)1,0 وليكن '1 المثلث :4780 


فاحسب قيمة التكامل ]| - 7 


3. احسب قيمة التكاملات التالية: 


60536 اير 09 2 نه و - 
1 7 2 


4. أوجد صورة المنطقة 1- |2 -2| وفق التطبيق المطابق التالي: 


0 ,1+4 - اهام - مآ 
2 
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النموذج السابع: 


1. بفرض (1 منطقة بسيطة يحدها المنحني الموجه المغلق'1» وبفرض (7”)2 تحليلي على (1 
فبرهن أن 0 اه 


2. عين نوع النقطة الشاذة لكل من التوابع التالية واحسب الراسب عند كل منها: 


27 
ح- (27) لآ 
د - 7/7 
5117 
3 -<(202آ1 
7 
0-4 
د (1)2 
51117 


3. احسب التكاكلين التالييت: 


6 
تر[‎ 07 
١ 7 2222+ 22+2( 


1 00 
34-2262 


0 


ع1 
النموذج الثامن: 

1. ليكن لدينا التابع العقدي :(2 + 22-22 /), +1- 2)م1 - /اآ 

عين مستعيناً بالرسم النطاق الذي يكون في التابع تحليلياً. 


2 ين بالزسم وكود أن خم .جود العافك التقدي م حيك "11 تصيف الدائرة الواقنية 


على يمين المحور 017 في 2 . 
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3. أوجد قيمة التكاملين التاليين: 


1 5-7-7 0 -ئ1 
2 27 
0 6 
اللخ##ة_ لم مذو | ح ر1 
(1-+10 + نيوا ا 


النموذج التاسع: 


1. ليكنخ ,(2212 - 72)/, - (7)2 عين مستعيناً بالرسم النطاق الثاي يكوثيفيه: (1)2 
تحليلياً واحسب نصف قطر تفارب سلسلة ماك لورين للتابع (2) دون إيجاد النشر ثم بين فيما 


0 


إذا كان التطبيق (2) 7 تطبيقاً محافظاً (مطابقاً) على 1> |2| . 


2. احسب قيمة التكاملات الثالية: 


0 
27----+4-ج 1:2 
31 2 


د 


. 0521© 57 
22س 2520 


-00 


2 


/ 58 


/5- ١١ كحك‎ 
©050+7 


3 
0 
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النموذج العاشر: 


1. عين نوع النقطة الشاذة للتابع: 


2 


3 
2 لس -1 
2-17) مدا 
2. احسب التكاملات التالية: 


6202 
ا 


00 ا 
*(0مو3 -4) ف * 
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نماذج على الباب الثاني: 
النموذج الأول: 


1. انشر التابع الدوري (7-1)+ - (:)/ المعرف على الفترة ج > * > 0 وارسمه على 


3 3# 
الفترة 0 ,2 -) ثم احسب مجموع السلسلة سين : 


2 أوجد تكامل فوربيه للتابع: 


"كال - )0 
1 
دالايت - )| - رز« 
ماك 2 |- 0م 
1 < ماف 0 
ثم احسب قيمة|إلتكامل: | در 
0 
3. احسب مقلوب تحويل لابلاس للتابعين: 
1 1 
----------(6) 06ت ا 
3 +52 عله 2 5ك 2ك )15 


4. حل المعادلة التكاملية التالية بواسطة تحويل لابلاس: 


5/1] - 1 - 107017 
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النموذج الثاني: 
1. انشر التابع الدوري التالي: 


82-1« >0 حمر 
1_0 
0 مين اتيت “ير 


نشراً حقيقياً ( مع الرسم ) ثم استنتج النشر العقدي ( الرسم على الفترة (2,3-) ). 


' 9 1 |«اه 5 عت م امه 4 1 
2. أوجد تكامل فورييه للتابع 6< )1_1 8 الأنتتج قيمة التكامكىوي .و اح 1 


3 بفرض (0)/ )1.0 - (7)16 أوجد ((6)'/ )1.0 ( ناقش). 
4. حل بوساطة ا تحويل لابلاس جملة الككاد تين التفاع لين التاليتين: 
(©)2 - ()خا - () '2 ,)<< - )2 - () "2 
1-(2)0 - (2)0 
النموذج الثالث: 
1. انشر بواسطة سلاسل فورييه التابع 5121 - (<«) ”1 » 02 وارسمه على الفترة 
رو ) نانج مارو لي ]| ١‏ 
2 “16 > 
2. بين فيما إذا كانت الجملة [* 5112« متعامدة على الفترة (72,جب) . 


3. احسب التكاملات التالية بواسطة التوابع الخاصة:: 
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1 3 0 
ك3( - 27 | -0 || 1 
0 0 


م 


4. احسب لابلاس التابع: 2 - )7 
6 /3 
5. أوجد تحويل لابلاس العكسي (بطريقتين) للتوابع التالية: 
5 5+5 
5 2 - (5) ,2,1 7 - )1 
52+1052-1) (1+ 52+1)5) 
النموذج الرابع: 
1. انشر التابع الدوري (1)2 نشراً حقيقياً وارسمه على الفترة (72,7-) حيث: 
لتر كك ل 2 1 عد 
-69 0 
ج97 د برد جر تت 1 19 ير 


2. عرف التوابع الخاصة: (6)0,5(,10/ ثم اكتب علاقة تربط بينهما. 
4. كن المعاللية التفابالية إلتالبة#اسطة تحويل لابلاس: 
غ-2")0+32')0+2200 
2)0-0-(2)0 
5. حل جملة المعادلات التفاضلية التالية بوساطة تحويل لابلاس: 


2")(+17")(- 56م‎  7)0(- 0 <0 
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0-(2)0 5171 -()'-()"2 
النموذج الخامس: 
1. بفرض 0>1>1 , 7000-1 انشر هذا التابع الدوري نشراً وفق سلسلة جيوب تمام. 


يه 


100- 


2. بفرض :عدا ذلك 


0 


2 
3. احسب بوساطة التوابع الخاصة التكامل: جك # امد | 5 


4. بفرض : [()1.0]7 - (2)5 أوجد التحويل العكسي للتابع: 247 . 


1 


5. أوجد بطريقتين التحويل العكسي اللابلاسي ل: 5 


000 


النموذج السادس: 


1. انشر التابع الدوري: ‏ > ]2 > ,]7 - (2)2 نشراً حقيقياً ثم ارسمه على الفترة 


(0,47) ثم احسب مجموع السلسلة: 


2. برهن على صحة العلاقة: 
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3. احسب بوساطة تحويل لابلامن"التكآمل: 


أقكق _ غ6-, مه 
نكي دز 
1 7 
1>>-0 ح>»] 
- () 1 
22> 2146 0 


ثم حل المعادلة|التفاضلية العادية التالية: 

0< غ)  ,‏ 0-(20-(200 ]-2-'ج2 
النموذج السابع: 
1. بفرض (0/ تابع دوري دوره 272 ومعرف كما يلي: 


0 >2 ماع جه ير 


| 00م 


ج > ع 4ه 0 ج ع - 


أوجد نشر فورييه الحقيقي ل(6/ وارسمه على الفترة (22,272-) ثم أوجد النشر العقدي. 


1 
2. احسب التكامل «ك"((:120) ”2 | - 1 حيث 71,7 أعداد طبيعية. 


0 


35 +1 


ب ما يلي 5 63- 


ب]" هط ,[06())ضلة | ]هآ ١‏ 
0 
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4. حل المعادلة التفاضلية العادية بواسطة تحويل لابلاس: 
2--(2')0 , 1-(200, ]-ج+'ج 
النموذج الثامن: 


1. انشر فورييه في سلسل جيوب تمام التابع 1/7 - ]2 - (]17”)2 ثم احسب مجموع 


0 4 
1 6 3 
2. برهن على صحة ما يلي 7 |1 
جرمك 77 1 1 
1-1-8 
2 
0 1>>-0 >1 206 : تا 1 ا دسل 1 [0) ]هآ 
2-6 " - : : 3 . : 00 اح-- 0 
ا لس ا اي 


4. حل المعادلة التكاملية التالية: 
0 < ), 2 +ع +1- يل 


253+1057 +85 + 0 
52)55+9( 


النموذج التاسع: 


1. انشر التابع الدوري 1000-1 حيث 22 > +« > 0 وفق فورييه ثم احسب مجموع السلسلة : 
10 ا 
1 
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565- 


> < ) جح 5111 
2. اكتب التابع: 


ح (غ)2 وفق توابع الوحدة( )110 ثم احسب : 
اكسمم اموي ارج لوجلا 


[0) "ها 
3. حل المعادلة التفاضلية التالية: 
0 -(12')0+2)0ا-()'"2 : 0<] 


200(-2')0(- 0 


4. احسب التكامل: 5111101 0 1 
0 


النموذج العاشر: 
1. انشر التابع الدوري التالي: 


20> ج7- ت أأمو- 
00م 
> >0 22 م6 


وفق سلسلة فورييه وارسمه على الفترة (272,27-) ثم برهن على: 


7 1. 5 57 
53 35 


اك ل كد 2 


10 


9 


2. استخدم عبارة (10 التابع للبرهان على اله - 2100 ” 


3. بفرض (4)/ معرف:كما في الشكل: 
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2 د 


اكتب عبارة (7)64 بدلالة توابع الوحدة ثم حل المعادلة التفاضلية: 
0-(2)0 ,ل اعحادل)'ءج 0<[ 


الجواب :(2-])2(1-) +(1-)0-20-1(1)لا غ -1)0 
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نماذج على الباب الثالث 

النموذج الأول: 

1. اشرح بالتفصيل طريقة دالامبير في حل المعادلة التفاضلية الجزئية 
(081)بى لا حت بلا 


ح (2,0) لا ع ك1 )1 
ا - (0), لآ - (0)1 


1 > * > 8,1(,0) بلا - (31) ,لا 
351227 ع (020)لا 
0 > (غ,1)نا - (غ,0)نا 


النموذج الثاني: 
1. أوجد بطريقة فصل المتحولات حل المعادلة التفاضلية الجزئية: 


)مك6 )ث6 
25 0 


0-(,1)لا-0)0,0 


5111 اللو د 


و ح (0,0)لا 
2 أوجد باختصار حل المعادلة التفاضلية الجزئية: 


(8) 361 - (91) بلا 


1 +2 +2 - )م - (0,«) نا 
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زو ع (2) © ع (0,) لا 
0 - زه )لا - (0,1)لا 


1. أوجد بطريقة لابلاس حل المعادلة التفاضلية الجزئية التالية: 


0 < ارا )يلا - (آان2) ,لا 
ح (3,0) ,لا ,0 - (1 ,)نا - (0,1)نا 
1 >< > 0,0 -ح (8,0)نا 


2 اشرح بالتفصيل طريقة دالامبير في حل المعادلة التفاضلية الجزئية: 


)91 ح (1 )بلا 
0 > (8,0) نا © - (0ىند)نا 


النموذج الرابع: 
1. حل المعادلة التفاضلية الجزئية: 


,)بي للك - (3,6) ينا 
0 > (0) لان - (00)لا 
0ح (,آ)ن - (,0)نا 


2. أوجد بطريقة فصل المتحولات حل المعادلة التفاضلية الجزئية: 


()لا + )21 ح (31) رلا 
6 >« >0 
“603 ح (3,0)نا 


علما أن (,110 يبقى محدوداً مهما تكن «. 
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النموذج الخامس: 
1. حل المعادلة التفاضلية الجزئية بطريقة فصل المتحولات: 


(3:6) برلا - (81) ,لا 

0 - (أ,> )نا - (1,ه)لا 
(5< -يج)0.02 ح (0ىن)نا 
0 - (8,0) لا 


2. أوجد بطريقة دالامبير حل المعادلة: 


200600 20600 
1 ا دلي 0 
6 01 
والتي تمثل اهتزاز خيط مرن متجانس مشدود من 00 - إلى 56 + حيث: 


1> #برح 2هير-1 
“لك رام - رمن 
1> #برح 0 


وترك دون سرعة ابتدائية. 


- 436 - 


التواع اننا 


تكامل فرينل الجيبي 1ه 12]آ 2ل - )06 


لي ديع ع 100 
ل 7 52 4 5 7 اك 590 د واه 
7 .© 1 لق ( 5 04 1 كا ( حب + 6 
ابي 6000 5 مككككككم 7 5 اكككة 000 ---2اء 
2227 6 24 5 يع 217و 


ٍ - (مه)ء , محرزم)» , «اع هسمه 


3 ا م 1 1 1 
تابع ريما زين يوا 2 - 6 


31ر7 1 
ع2 ----: -م: 


2 2ه ود 1 1 ذا( لاج 
غتجر 21ير 2216-1 
3 دعر 02-0-0006 - ل5)21 
امالك 2ر1 ,0 تور (ول"(1-) - مر 
111 تاك ج1120 و1تتدع ذأ[ عند (2:)م- 7124© (عت) ىل ......, 0,1,2 غم /ا 
01111010 تاتتنا 15 (:)ا م رعلقخطاتت 0 دع غج 0ع1 سوط دز دور 0 ةم /ا 
6 


7 4# 
مهدج ] وعد 22 لاح كور 
2 2 تير ير 
7 2242628 22426 7 224 كاير 


0 )860( - -1 6 
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توابع بيسيل النوع الثاني من الرتبة م 


() [ - 6051311 (26)», ل 
511117 


13-2 0, 1.21 


ارا 0 


توليد التوابع ل (:) .رر 


الصيغ العودية (الإرجاعية) لتوابع بيسيل 


توابع بيسيل ذات الرتبة النصف فردية 


في هذه الحالة يمكن التعبير عن التوؤابع بدلالة آلنسب المثلثية الجيب والتجيب: 
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ااي 00 
2 7# د لي 


يرط الج 


فز فارع - مار 


(69دبمآ - دمل 2 - 09 
0م [:: - )رلته - 080 ”1ه 
).ب يوآنة - (2) ب[ - (06) "1ه 


0 
بول”» - [(م)ى زه د 


4 
)برل > - (()مرز* ع د 


إعدوم» د دوزو ا ا ح- (2) در 5 عومء ل - حر كا 
2 1-0 2102 2 


ام 2 


8 100 - - 


3 2 2 
[دوم» 1 00 00 +5111 8 ]| -ح 2) ور , وم 0 
2 دأ 23 2 211 


وللمزيد من النتائج يمكن استخدام الصيغ العودية الآثفة الذكر. 
توابع هانكيل من النوع الأول والثاني بالرتبة ١‏ 


)ل )يح و 0ه ١‏ تالاه + )لد رو لاير 


معادلة بيسيل التفاضلية المعدلة (المكيفة) 


2-0 23:0 ويد قي ب تود با" رفير 
تسمى حلول هذه المعادلة بتوابع بيسيل المعدلة من الدرجة . 


توابع بيسيل المعدلة (المكيفة) من النوع الأول والرتبة م 


نسي - (تعق تتم 6 و6 1 
م 1 تت 39 2 0 الج 
(1 +1 + م)1 ايم 7 | (4 + 2()25 + 4)25 .2 ' (2 + م22 + ١‏ (1 + )21 


6 , 1 7 - د11 1 )م1 
0/2 الى ال الى سل السك ا 

(د-1 جعر) رجز 0 2 -[: 16 (2.4)2-2:()4-2 ف (2)2-27 1 لمكا 1 
لميتي هلح كييك (2)ى_1 

0112 داع جرع 01 تدا تواتتدع تا ع:1ج )1 1:0 2 ...0,1,2 عم ]ا 

701/6 عثالا 00,1 19 0ع] 
9 4 ا 

2242627 22.427 7 22 ج-3.1 7( 1و1 


7 دي دي 
22.42.62.8 224267 1-2 2 
(11)10 - 1160 


1100 - 
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توليد التوابع من أجل(2) ,1 


"ارقي ورمع 


الصيغ العودية (الإرجاعية) لتوابع بيسيل المعدلة 


9 - 6#دما - وكببدا ,00ت و6ركما - وببما 


اميه 84) بي ل - 00اره! , هيما + هادم 2 + نم1 


2:15 -(ة) ويعاند ح (ت)امقاة ,(عت)ءلدك لاعت لنت). 'ا< 
11:17 (ت)وبمسأاءة - (نت) اند , (:1,)3:ة + (بد) وبآ - (). 'ا< 


4 1 
(5) معط" َّ (8) مك1 عا يوق ,: 0 و 0 (8)م1 ايوق 


4 1 
9© يبوك" »> ما" 86 د , يبآ" * - 0ر1" ع د 
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102 109 
-- 4 
-- 5 
08 


--2 
175 
0117 
0-1 
٠-7 


0-03 
)))21157 7! 


)14 
)12*4 
)09 


)20 2 
)12201 4 
)119 
)1*6 
)11 +19 


1هش) 
12111) 
07 222) 
4شطش*2) 
2227) 


4ش1111) 


القيم العددية لبعض توابع بيسيل 


ذل سس 


1011 101032 
2-57 
2-7 
010 | 8 


126 
08350 2) 
5ظ2) 
0012090) 
1*1) 


)21121127 
)2112 19 
)2115 
) 1 9 
)129 


10221) 
لل 
14 ) 
اونا تمن اسل 
5ط11) 


00714 
1-210 
- 46 
1-5 
019 


ا 


ع 0 
53ش)1) 
58 1) 
009 20) 
0005 2035) 


)11+)02 59 
1106 
|1111 
|1114 
)12251095 


)102211 
)1220305 
|1217 
)1127 
01120025 


)1121 06 
)1 25 
)1122555 
022516555 
1212*200 


1-113 
----4 
012 
1-4 
16 


2-4 
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فت 1 
227 122) 
3 12) 
116 2) 
25ش02) 


(11209 
21*24 
|1642 
211277 
1201 


)208 
)111117 
)10228 
50195 
3 


----5 
2-17 
0 
------ 8 
41 


1- 
1-015 
1-09 
1-2 
ل 


1-7 


لكان لكان القرك ال ا 


01 
2225 
0 0 0 2.11 
0 1ك 


9ظظ ه112 
115 
4 .1 
7 .1 
17+ .,.1ظ1 


111115 
17 2ش22) 


2223107) 
00ظ1) 
1206) 


)22 
)1020 
)2 20/6 
) 6 
)12 06219 


)2 595 
)21 
|0122 
|)! 4 
)12*2000 


))2226 


232 217 
1.09 
2ه .11.1ظ1 
02 هط 
1-8 1 
1.53 
001000 1) 
”122 
3شظش2) 
1252| 
12028) 
011014 
4 **22) 
122223) 


0ش 2) 
21) 
1027| 
9226) 
128 


7ش 22) 
22*2>9) 
222**17) 
2)0)05720) 
1112| 


)1 6 


ع 0( 
92شظ*22)) 
121102)) 
12)) 
119) 


11102 
))2112126 
)1129 
19 
))2*1 8 
)1021209 
121123 
02005159 
)210225 
))112*1 
1121 
)10112102 
)12022985 
11205 
12+18 


1112*004) 
3 2*شظ111212)) 
12*03)) 
153) 
1221221)) 


))102 7 
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1.1100 
)5023555 
)12222 7 
1) 0 
)11224 


1 ش111212)) 
8 *111) 
10222( 
100 23,) 
)0 


)11202 
21+53 
))2220202 
)122110 
0120553 
)2+0)0035 
))22433 
)122220* 40 
)***2 
)121203 


)1112021 2 
)1115 
)11222 56 
))21 02 
)122 0 


))101121 


جداول الثابعين .غاما وبا 


2-1 1 1 
[0 < معط 0 ) 6 / 
1 0 


00 
[0 < معط ,0 < عمط إلى 1-عرغهى م 
0 


0 م 0 
4# [ سداعنمة (1 -دع2) + 204] دوم» (*1+ ) “م 


ول 72 طلا 


[0 < ه] 
1 
251172 


1 26 
([2-)نمععمة (2 - ع) + غ] ذه + [(غ- )نامويه 2 + غ] زم 13 72(2 + 1) 1ع الى 1 
0 
[علعسة عكداحاه ص دع ؤمدعك أمععنة] 
8 تت . 
01 (قادمعم-) دع للم مات 
0 


7 ل 
| > |8 .0 9 0 اد ع امود مر 1 


[1 >يمعع8 10:2 ,0 < 5] بل 1- > (جعن) فاناي / 7 


مه - أت 33137 2 
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كت 15 


ح (#)'1 


[1- < عمط 


صا لحقوزج ا ع) ادع 1 -(1')2 
0 
[0 < معط 


[0 < معط 
54 
+0 (نه صذه غ() وى مده غ3 حن 1نهع عد حديوو عوك (1')2آ 
0 


كيذ ,0 ج22 ,0 <د] 
زعينا 
(نه صن +2 ) رجز © قهء طحن 1- مع ان بوت ييز (:1')2 
0 
]ا ددبت اكد ١‏ 


2 72 
دسي * 
[[ع8) - م 01 كحك 25+ ]| -1-م 


1 0586 حتت [ دج 
0 < ت#علار ,0 < سمط 1 1715ب -) موده 1 7 1 ا ذ! 
0 1 
7 5د 5 
8 3 هم (1-) 1 مجروخ# 1 
[5 > إعاعة]| با ,لاج ع] مس ع2 +اع 1ه 
ا 8 1 
0 2 1 ارو - 12 
2-1[ هق 


27 . أغنام هد 
اللسسبل كي كميق تلت 
12 202 م) ا 


-ى > 
[2 4 |20 35 6)عندة| :أل 0 16 0 د 7 )0( دح 4 ع] | لوس ب / 
19 0) مال 
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[0 < (# دع)ع1 


1> انا مجعم 609 دجم 2 


50 
“مين رذ -(1 + )"1 
جم 5 0حم1 
و16 سمت" *(1-)وس يزرد 
حدا رقع 5 -- - 1[ - 
0:1 58 ا 
“ىمل 3 - 1 
0ح-ن] )1 1 1 
: 51000 0 مر ارك 1د 
1 < 1 هما (0) 4ح ,04 درو .4ه 0-0 امسطفست ب يرل 1-م) 
م 2 1 
- 
[0 < ععق ِ [1- 11-28 
1 1 احم 0 
2 )م 1 
]0 -م ع] 2 ]| بوت 
1 +1 1م > 
71 - 
/ 1 
2 0ك - رون[ ع 
[62<0 ولع لل ع شك 
م 
4 006 24 11 ترون عاارج)'1 
1-1 
2 1 


5 
عمختك] [ مه - لد 11 


لج عمل أ 


(1')3(ه)1 


2ت,1- ,0 عد ج] 


0 (- 13+ م1 
بور 2 - (1 + ع)1 مم 
أ لذ ليد م - 167 
-0 1 21 


0 


- 445 - 


[0 < ببعط 
[0 < ببعظ 
[0 < ربع 


[0 < يبعط 


1 
ب ا حمر | -0,) 8 
0 


1 
[0 < يبوعظط ,0 < سعط 0 مي -1) 1 /2 -- 
0ل 


2/2 
,0 < يومظ] و0 ما 20-1ووع6ي 1ه يريع )2 ح (زن,8)2 
0 


1 مم هه 1 ع هه 
2-0 الكت 2 ...77 © لظت "5 509009582 
0 < بدعط| 71 / 01 عم + 1م 1 (/,ا8 


1 2 ار خطلد ه 


و0 ا نه 26] 1ل ناكف للم ب 0-8 : 00 
,0( 3 ]] 6 1 - ف نثر ‏ ينه 5 ح 1 )18 


1 
01 #43( وار كك 5 +1)] 2-7 ح زنع ,نه) 8 


[0 < بتع 


[1 > (و+ جاع 


[1 > زع + سعط 


0 < بدعظ] 
1 8 1 نت 
اك كا 9 -1)"ع ح (نع,ة) 8 
اددع < 0 0 رمآ ,0 <25 مض 
و 
1 -لافورزوئ 1-هنذومى 2 
0 ا 12 1)إلاد - أن ,)89 
7 322 ع( 3 


اوداع خالاو ,0 < بوعط1 ,0 < نوع 
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ملح المصطلحات العلمية 


باللغة الإتكليزية والفرنسية 


: الإنكليزية 


الفرع 
الفرع الأساسي 
مركز الثقل 


الفرنسية 
عأنااه5طم أاناعممع ممع عأ اموطم 
2601310 26013311 
ع نمطم ع نمطم 
عاعطم عاعطم 
50110 50110 
ع مطباع 1م ع مطباع 1م 


مع مام مماعناة نا 
01م مالاوم 
أعأمع ماباك ع6 11ح اا 


494 
0065 عا 
ماعطا 
اع856 
عطق8 
انا 6مناد 
عاناء كما 
عطعصو8 
ع31مأعماءم 


ملاوع ع0 ع امع 
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5160ماع 0116م مالادم 


“31 اا امع امع معام 


5/ 
000013 
21 ماع53 مطا 
ادع8 
0مبام8 
اعنللام ا أ5ع31ع01 
اعمملا غ5 دعا 
مطعموم8 


ادمأعماءم 


لأألاة6 آ0 ع امع 


المركز المتوسط 
الصف 

أمثال 

العقدي 

المرافق العقدي 
الحاسب 
الشروط 
الشروط الحدية 
إلشردطلة 
الابتدائية 
الناقلية - الإيصال 
ثابت اختياري 


ممع 
61355 
كأمعاء ع0 
عناء ام ماه 
عناء ام مره 
اناع 3م001 
01م 
5ك ]آم ذا »انام 


5ك16 اما 


6خ اأطاغء لمم 
0051301 
]طم 
لاوأ ]ع ه161 
]الام امم 
01101 
عع مع ماع /011) 
عنااه50طم/ 


عنااهكطة-مهلم 


ع0 مأوماهنا 


ع0 مم/اج8 


مهأب ام/امه0) 


00065 


5© ممع 5 0316 


- 450 - 


ممع 
6055 
كأمعاء لاع 0 
اع 1م مه 
ع2عن زم ه00 كاعام مه 
اعنام 10م 
0001 
031 لنام8 


هاما 


6 

00056301 
ل1 3 ]طم 
عأناععاء1ما 

5نا0 امم 

لا0 0011 

ععمعم8اع/1 01 ) 
عأنااه5طم 


أدمه ل ألمه) 


015 35أ3 مزهنا 


05 5ناأ830 


مهأب ام/امه) 
000001125 


موأوع3) 


إحدائيات قطبية 
إحداثيات كروية 
نؤكلة لطووي 
كثافة التيار 
التقوس 
منحنيات 
منحنيات مغلقة 
منحنيات 
منحنيات 
منحنيات موجهة 
منحنيات 
مستوية 
ت صقيلة 
درجة 
مرتبط - غير مستقل 


دع مع || ألاانا 


عاص الت 


دعمع || اونا 
05 لاه 

05م 

65 لامك 
أمع ممع55 ناماع عل أملمم 
أ 3انامء ع0 6غ]أومعنا 
عنام طن م 
5ع طلم 

دعم ممعم 


5 مع |31 ألا 60 


وت 611 


5ع 6 مع 01 


5عموام 


65م مأأد 5عمنام») 


5©لعاة6 


6ع 


301 معمغ6ما 
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دعص || علا 


اهعم صابن 


الهممع هط 0 
وعم أ منت 

)وامم 

اوءع مع لم5 
مذلا 


لإأأوصعل أمع رن 


عالاة/ا انان 
دعلا انان 
616050 
أمعاقناأباومع 
معم0 
مع امع 0 
عموام 
/لااأهمما]عع5 
رت 
عام ماد 
طأم0مرد 
5036 
ععم068) 
أمع ع مصعمعما 


مرتبط خطيا 
مشتق موجه 
مشتق عادي 
المعين 
المعين التابعي 
صغار المعين 
التفاضل 
التفاضل التام 
معادلات تفاضلية 
معادلات 
تفاصلية تامة 
معادلات 
معادلات 
معادلات 
تفاضلية عادية 
معادلات 
جملة معادلات تفاضلية 
الانتثار 
بعد 
التوجيه - الاتجاه 
الإزاحة 


أصع ممع ءادغ متا 
06/6 
انا 0305آ] 


مماغاعم 01 
001031 


عااع روم 
10121 
خطة طأصطعع]6ما 
اعصصمءعممع 
ع0 5اناع ط الا 
عااعاغأمعء ]اما 
ع6 
دعااعء أخمصعءئ غ011 كمه ةبا0ة6 


5 


5غ ع0 ممهلا 


دع 3 مما 


001315 


دع 06/6 «<«نالم 


"0 ع مطاغ ولاك 


011١ 


مه أدطع اانا 


مماغاعع]انا 


مع مرعع3ام 06 
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لإأمدعصمنا 
ع امع 


امم 6اعع)زنا 


00531 

وم 

101 
31م مطءعغءما 

ادمماغعصمنط 

01 5ز ”الا 
اداغمععع ]اما 

3601« 
دك ةناوع أوأاأمععع]]انا 


3ع 


5لام» عع 0 لماه لا 


اجعمأا 


ل1 3م00 


اوم 


01 ماع ]لاد 


لا أ/اأ5نا ]اما 


مس ادمع مانا 


مماغاعع]1نا 


أمع مرعع13مذ1أما 


غير مستمر 

نطاق 
نطاق متعدد 

الاتصال 
نطاق بسيكل 

الاتصال 

الكهرباء الحركية 

الكهرباء الساكنة 

العنصر 
العنصر الموجه 
العنصر التخيلى 
عنصر المساحة 
عنصر الطول 
عنم الحم 

مجسم القطع الناقص 

معادلات 

معادلات جبرية 

معادلات مميزة 

تابع الخطأ 

زوجي 

النشر 

النشر المنتهي 

النشر غير 

المنتهي 

نهاية حدية 

نهاية حدية 

مقيدة 


ع]ألاطم ام مء15نا 
ماه نا 
خمع ممعام أاغأا/ة 


00111“ 


أمع ممع ام ماد 
لاع لامع 
ع نال أملة طلا مماععا6 
61605631011 
أمعمرةاع 

6خمع 0 

عأ هماع مما 
عمأق'ل أمعمفاع 

اناع028| 06 


عناملا نا 


ع010كمذااع 
5 ]ةناوع 
دعنالوأءطغ6ع 1م 
001615 
اناع مع "0 ممأاعمهط 
عزوم 
أماع ماع ممم ماع/اءغ نا 
أماع 


أصلكصا 


منص | طامط ,مانا مطأ»اح اا 


أعصصهة لمهم 
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05601105 
0أهماه زا 
لإام باللا 


معغ]عع صقم 


لعأععصومء /إامصمادك 


5ك أمطة طلا ماععاع 
0105315عاع 
أمع ممعاع 
مع مع 0 
لإ21مأعومطا 
2 0 غمم ممعاع 
طأومعا أه غأمعمعاع 


05 أمعممواع 
ع مانا اها 
5010م ذااع 


5 ]نالع 
6أ2ء6ع18/ 
عأأوأمع 601331 
مهأغأعمنط ممع 
معباع 
ممأوموماع 
ع اماع 


ع]أصكصا 


مانا ماع اع 


امه ألمه) 


غ3اع85 


الاع301] 
أمع 55 0 طم 
أصومعغغاما 
عااعمغعة] 


- 3115 نا لمطاصامء 5م01 


مصطهطاء 

عنام 
عاطأودوع)م ماهم 
1م 

5ع ابامطءهط 

ممأغاعمه] 
علا لإا صم 
1112م 
6م80 
عنأواناء 0 


ع2 مع ماة اممسره») 


ملاع ام ماه 
ع6باع نز 0 
عنام امم 


6/6 


2 ]مع مةاة 
عأ اماع 
علا امه عونا 


عباو ام طعءعم/ن 
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17 واع5 
]ا 
اماه 
مأ أممععغاما 
0011و 
واعام 
انا 
عاطأودع)م ماهم 
ادعلا 
5 نارهط 
ممأغعصمبط 
1 مواه" 
1213 ]لطم 
0ع0منام8 
عواناء 6 


/31 مع مع ام مره 
اع 1م مه 
0053© 

الام 0 


عاط أمععع ]نا 


لاا تخمع مرعاع 
أأءذامعاع 
ع هعون 


عأامطءعم انا 


تدرج 
معادلة حرارة 
متجانس 
مجسم القطع الزائد 
الصورة 
الصورة العكسية 
تزايد 
التحريض 


عأ أامصمها 

]ماع86 

عااعأمعغمم 

ع/اأ ملاعم 

عناوأءطغع1ام 
عااعمه 3 

عااع6 8 


5021316 


عااعمعء/١‏ 
ادأمعممهو0مهط 
1غغغ6 مرهغ 0 
عاو الإ ادمم 
عااءعأمعء/١‏ 
1م6301 
عنالأصم صمو عدلإاوصم 
عناوأصعط! 3ا ع0 مهنأ داوع 
عمغع مرهلا 
ع1 ا0طءع مانا 
ع38مطا 
عب 00 ماع86 
ع 2ماع ةما 
أمعممغمعما 
ممأ عباصا 
301 معمةغ مما 


أمع ماوع متا 
أمع عصع مما 
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أأء أامصمها 
عىمع ناما 
1ه مع مم 
ع /اأأأمطاءم 


عأقءطعق38 أجمه 8536 


اوع8 
50131 
لإأأهمم1اععء5 
5كا0 600 
وت" 
دامع صوصن 
لإاأع ممع 0 
عأ لصم 
١/60‏ 
أمم61301 
دأكلا | مم عأمه مولن 
م دباوع غخوء لا 
5ام» (اع8 070 لا 
0أهاهطءعم/ن 
ع38مطا 
عىمع ناما 
لإ31 ماع مما 
أصمع ماع عما 
ممأغعبا0صما 
أمء ءمعمع ممصا 


لإلدعصمنا 


عطالة 

عزم العطالة 

تكاملات 
تكاملات شاذة 
تكاملات متتالية 
تكاملات 
تكاملات 

التمديد الداخلي 

مجال 

الانعكاس 

تعادلي الخواص 

الطريقة التكرارية 

اليعقوبي 

خط منحنٍ أو مستقيم 
الناظم الثنائي 
لايم العم 
مستقيم ناظم 
خط الجريان 
مستقيم مماس 
خط الإعصار 

خطى 


ع ارزع ما 
'0 أمع لها 
5ع غ6 ما 
005 
حت موت وت 6 
دع مع ]|| ألاانات 
65م لماك 


5 © ] ]نا ©0آا 


دعاملم] 


05 ا 


مها امم ععاما 

عااه/معاما 

ممأومع ناما 

عم50110| 

62 ]| عل هطغة ا/ا 

معأممع3ل 

201ل -عمعنا 
ع2 مطءهصاط ممما 
ع ]اماق عنما 
ممم عدا 
301لامء ع0 عمونا 
عأ مع138 م1011نا 
م603 عل عمعنا 


ع ادع نا 
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دأمعما 
05 أمع مره الا 
15 ما 
عاطباهنا 
اعم مامممطا 
0عغهمع ]| 
عملا 
عام صطاد 


ع36لاد 


عامم1 


١/هاانامع‎ 


مهأ غواممععاما 
أونضعاما 
ممأومع ناما 

أم 5010| 


05 طغء اا عناأخومع]| 


موأممع3ل 

عملا 
أحمطءهصأ8 
طعصو8 
اتمصطءهلم 
لقع 511 
أمع1308 
“داع ١/011‏ 

عملا 


فردي 


مؤثر تكاملي 
مؤثر هاميلتون 
مؤثر لابلاس 
مرتبة - درجة 
توابع متعامدة 
توابع متعامدة نظامياً 
اهتزاز 
سعة الاهتزاز 


ممأغأوء1اممم 
مملاعءزا8 
مماغأوء1اممم 


ع مناه ]مام 
]ماع86 


ع1 311 ا 

مانا مط »اح ا/ا 

عممعلاها/ا ءباعاو/ا 

مانا مطأط الا 

عاناكه الا 

١015138 

عا دمطءولةا ع0وا/ا 

عط مرهلا 
دع 1م مره 
ماع وما 
اعصصه 836 
اع856 

ع أهممطا 

اناعغ631 م0 
اع صوغ ]اما 
اهمعغاما 
مع أمم امون 
معاء3ام3ا 

010 

165 وصمأغعمهط] 

5 اطهط 0 كصملععءممع 

مه 3|اأه056 


'0 عب امصم 
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مما 
عناأاعع زا8 
لماعم ]مه 
عد5مع ناما 

31 اا 

لمانا مط »اح اا 

عنااة/ا صوء ا/ا 

مطانا مط مألا 

دنا ألا ١/00‏ 

لم0طءنهططعأعل"ا 


ع00/ امطعءهلم 


ع طمنل" 
اع 1م ه60 
لإ31ماعةممطا 
لواف قلعم 
اوع8 

000 

000 
اهاغأصععع]]انا 
أهمععاما 
موأصمغ| مون 
مواء3ام3ا 

010 


كمه غعصبط اوممع مط 0 


5ع صضبط اومغمصصط 0 


مه 3|اأء05 


05 علب ممم 


اهتزاز متخامد 
اهتزاز قسري 
اهتزاز حر 
دور الاهتزاز 
اهتزاز بسيط 
مجسم القطع,اللأكافئ 
مجسم القطع الناقصي 
مجيية القطعااؤإتدييا 
فيا 
تغيير الوسطاء 
الجزه 
الجزء التحليلي 
الجزء التخيلي 
الجزيا الرئيس 
الجزء الحقيقي 
الحزم 
دور 
تابع دوري 
النفودية 
التبديل 
الطور 
زاوية الطور 
المستوي 
العقدي 


0156 مم 
ع6ع هما 
عنطنا 
'0 ع06ماءةم 
عام مطاك 
0100م 
عناو اام ذااع 
عاو ام طعءعم/ان 
85 متم 
١/3310 65‏ 
وم 
عنا ألا صم 
عأ هماع وما 
ع1 ماع ماعم 
عااع86 
عااع روم 
روم 
لاناهع3150] 
00م 
علا و5600 مماععممع 
6انطهغمععم 
م1 3]بامطرعم 
ع5ولطم 
ع5وطط عل عاوصم 
عاأةلامعغمأا كمقل عت ابام كمه 
موام 


عناع ام ماه 
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0عم ما 
لععرهط 
معام 
ممعم 
عام مأك 
601010ةوم 
عأأمذااع 
عءاامطععم/ن 
5ع م3 ةم 
05 م3131 
ةم 
عأ لصم 
لإ1 3 ماعطا 
اهماعمامم 
اوع8 
وم 
م روم 
5اأعمعم 
ممعم 


مماغعصبط عءألماوعم 
/أ|تطوعممعم 

م2 ]باطعءم 

ع35مطم 

عاعمكم عكوطم 

05 أطأاغأم م عواللاععة 1م 
عموام 


اع 1م مه 


محددة 


اناعغ3اناء05 


أمع308 1 


ماوع ]اماق عدا 
ععغ أخممع] 
611 
ناعأ 6 ]اع 

اناع أم م غما 

م3 انا ماناءع3' نا 
عام نابللا 


مع اناو ماد 


أمأامم 


5أمأمم عل عاطمعدمع 


6م80 


'0 مغ زوالا 


و61 


"0 عاطمدطعومع-5لا50 


عام 


دع منة ملزامم 


لومم 


دأطأمم عل صمل غعصمع 


- 459 - 


8 اناء05 

أمع308 1 
أملمم 

اعمة8 

031 لنام8 

ماع61 

تت 34 

وأمعاما 

ألمانا 

عام أأابا/ا 

53001 

3اناع لاد 
أع5 أمأمم 

ع5 ألقاء 1م 


لمعغأعع صقم 


0ع ننام8 


05 عناناوه1) 


01 م0131 


معم0 


01 غع5طناد 
عامم 
5] مه ملاامم 
0510م 


05 مماغعمنط 


اع أمعغمم 
50131 
الاعاعع/١‏ 

موناعءزممم 

مماعة 8 
عام مراك 
-50105 
نام ناما 
ع36م5ه"| ع0 

لاومأو 8 

56 

الاعامع5 

ع]ألاد 

5615 
5ع معع اع /011) 


5 ءانا 
دعأماع 


5 مآ 


دع أمأكما 
5غ مانلا 
دعمغ أأمع 

مما ةاكصمة 1 

اع[ انام ماد أمأمم 


اع أمعووع 
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1هاغأمعغمم 
513 


١/ععاما‎ 


مملاععزممم 
مماعع8 
عام مطادك 
- اناك 


امهس أكصعم أ0-م/لا 1 


دععرط 1 

اهمه أومصعم أل 

علا 0أوع85 

03 ع5 

56007 

عع 560 

515 
خصطع ماع /1 01 ) 
أماععاع اانا 
ماع 
ع]أمكما 
اجمم ا غعمنط 
أهعأموع ميلم 
اع نام 

ززلوكت 


أمأمم ذاناع ماد 


اهتأمعووع 


نقطة شاذة 
إزالتها 
الحل 
لحل العام 
الكّ#رلخاض 
افراغ 
أبعاد الفراغ 
الفراغ الإقليدي 
الفراغ الشعاعي 
تابغ خاضص 
الحالة 
الحالة المستقرة 
الحالة القارضة 
أو العابرة 


6اه0ا 


مو أأنااه50 

تت 6 

عئؤ ذاباء روم 
3م65 

'0 كطهةأكصعمأاما 

معألذاعبع 

اعأمعء/١‏ 
عا2أع6م5 مملغأءممع 
عمراعة 8 

أطع طو لطعم 


عأم]أاوطة 1 


ع 
عباوأءطغعام 
ع6 ممرع] 
لاوهع/اأم عدا 
عع /ال 60 


ع6 مع 0 
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0عغ5013ا 


0/31 لطعم 


مو أةنااه50 
اوموعمء6 
اوم 
5036 
015 كطهأكطعمأنا 
موعل ذاعبع 
وت" 
مملغعصمبط ادأععم5 
5636 
/ا20ع56 


أمعاكطة 1 


ع36]الاد 
6أ2ءمع18م/ 
61050 
اعلاعا 
معم60 
معامع 0 
لإأأهمم1اعع5 
50001 
عام مراك 


طغخ00 دراك 


تابع الدرجة 
تناظر محوري 
محور التناظر 
تناظر مركزي 

جداول 

الالتفاف 

تابع التحويل - الانتقال 

تحويل 

أمثال غير معينة 

نبضة أحادية 

القيمة 
القيمة الأساسية 

متحول 
متحول عقدي 
متحول غير 
متحول مستقل 

شعاع 
مركبات الشعاع 
اتجاه الشعاع 
شعاع طليق 
منحى الشعاع 
طويلة الشعاع 
شعاع الموضع 


مهاعطءة مماعممع 
لاك 
1م 
ع0 عم 
853011 
ع طلغ واد 
15 
ممأئاه1 
امع ]دصق ! عل مملاعممع 
لأ مره ]كطة 1 


65ل أمفعغع لصأ غخمعاء لاع 60 


غ]أصنا موادايامصما 
ناء|3/١‏ 
هماع ملعم 
١/3361‏ 
عناء م مره 


مع لمعم 6م 


أخمد ل معمةغة مما 
عااعة6 8 

الاع1 ١/36‏ 
لال 100053615م) 
نال ماهأأععآنا 
عنطنا 
00م مناد 
ع0 عاب نوالا 
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مةأغأعصبيط معغأ5 
لإانأع ماما لاك 
0/1١‏ 
01 واكام 
530121١‏ 
5/51 
15 
مه 105 
مهأأعصبط تعأكمة 1 
2 مه ]كمة! 1 


ل0عمتاصمعغع لصنلا 
لت 
ع5انام مما أأمنا 


ع21/ا 
ادمأعماءم 
11 
يا 1م م0 


مع ءمعمع ما 


أمع ءمعمع مما 
اوع8 

وت" 
5ع لهم مزه 
05 ماماغأعع(آانا 
معام 
05 عصنا 
05 ذناأبانك0ا/ا 


لومم 


شعاع التوجيه 
تابع شعاعي 

جولان التابع 
الشعاعي 

التابع الشعاعي 
الكموني 

تفرق التابع 
الشعاعي 

تدفق التابع 
الشعاعي 

دوران التابع 
الشعاعي 

التابع الشعاعي 
اللولبي 
اهتزازات 
معادلة موجية 


ع ]امنا 


مااع مغععل مملاع ممع 


ع0 وممأعنانء ا 


عأ 3ااع مقا 


ع0 عع مععاع/اانا 


ع كنا 


عل اأعصصمه ه85 


1031م0مةغ1ه50 


مماعغوءطأ/ا 


5 '0 مهأ باع 
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أأمنا 


مه أغعصبل؟ ,مغعء/١‏ 


مه عوانء 0 


اع مقا 


عع مععاع/اء1نا 


]0 ءانا 


015 م8031 


ا03أممعء ه50 


مماغوءطأ/ا 


ممأ أوباوع عو /الا 


عازار معروف الشايب (1949) حصل على إجازة في العلوم الرياضية والفيزيائية عام 
1 ثم على دبلوم تربية 1972 من جامعة دمشق. 

عمل في مجال التربية والتعليم. حتى إيفاذة عام 1978 حصل على شهادة الدكتوراه من 
جامعة موسكو الحكومية 1[121596151657 51366 11050017 101201105077 باختصاص 
سيبرنيتك رياضي عام 1985. مجالات عمله رياضيات متقطعة . 10150666 
15 . نظرية التعرف على الأشكال 122017 00غاأمع 2620 23623 _ 
نظرية أوتوماتيك الرياضي _ المنطق والمجموعات الغائمة 5©]5 8 1.0812 111227. 

له عدة مؤلفات جامعية وغير جامعية» نشر أبحاثاً عديدة في مجال الرياضيات التطبيقية 
واستخدامها في الاقتصاد والسياسة وعلم الاجتماع والطب. أستاذ في جامعة دمشق كلية 
الهندسة الميكانيكية والكهربائية. 

درس في جامعة دمشق على يد الأساتذة عبد الغني الطنطاويء صلاح الأحمد عواثق 


في جامعة موسكو أشرف على دراسته فاليري باريسوفيتش كودريافتيسف. 
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ملحو الأعلام 


1 - الخوارزمي محمد بن موسى (31-1135031121121)874-780 : 
ولد في مدينة خوارزم وترعرع في بغداد في زمن الخليفة المأمون وعاش وتوفي فيها » 
أول من أعطى لعلم الجبر وجهاً مستقلآ عن علم الحساب وأول من استعمل كلمة جبر 
وأخذت عنه في العالم . 


أهم مؤلفاته كتاب الجبر والمقابلة ولا تزال كلمة اللغارتم تستعمل في العالم وهي 
مأخوذة عن اسمه خوارزم » برع في علم الفلك. 
2 -آبل نيلس هنريك (561:)1829-1802 1/1615[ 


رياضي نرويجي درس في جامع أوسلو ونشر في عام 1824 برهان عدم إمكانية حل 
معاد اث الدرجة الخامستة يكزي 016 بالق الجن العام : 


عمل بين عامي 1827-1825 في برلين وباريس في المجلة الرياضية التي يصدرها 
العالم الألماني الرياضي كيل . 
عاش حياة صعبة وتوفي بالسل عام 1829 ٠»‏ في حياته القصيرة هذه قدم إنتاجاً غزيراً 
لعلم الرياضيات خدم الرياضيات خدمة جليلة وبخاصة علم الجبر الحديث. 
3-اقليدس (300-365 ق .م)2 1 تلصدعءء41 01 ل1اعناظ : 
رياضي إغريقي مؤلف المخطوطات الرياضية الأولى » ولد في أثينا وتتلمذ على يد 
أفلاطون أهم أعماله كانت في مدينة الاسكندرية حيث أسس مدرسة رياضية وكتب 
فيها كتابه الأول البدايات (العناصر الذي حوى أهم مبادئ الهندسة المستوية والفراغية 
وسلسلة أسئلة حول نظرية الأعداد والجبر ونظرية الكسور العامة وعرف المساحة 


والحجم وكذلك مبادئ نظرية النهايات. 
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إن القيمة التاريخية لكتاب البدايات تتلخص في أن اقليدس وضع المحاولات الأولى 
لبناء علم الهندسة المستوية والفراغية اعتماداً على موضوعات وبدهيات أساسية هذه 
المحاولات التي أصبحت فيما بعد أساساً منهجياً في بناء علوم رياضية وغير رياضية 
أخرى. 

4 باناخ ستيفان (822261)1945-1892 صد]ء56 : 
رياضي بولوني عضو مراسل في أكاديمية العلوم البولونية. ولد في مدينة كاراكوف 
وأنهى دراسته الجامعية في جامعة الفوف (في الاتحاد السوفيتي سابقاً) عام 1914 
حصل على شهادة الدكتوراة في الفلسفة » عام 1920 وأصبح أستاذاً في الجامعة 
نفسها عام 1924 . 


عمل في البداية في معهد البولوتيكينكا في الفوف. 


أهم أعماله كانت في مجال التحليل التابعي وهو واحد من مؤسسي هذا العلم المعاصر 
ومن مؤسسي مدرسة الفوف الرياضية وله سمعة عالمية في مجال الرياضيات. 

دراساته في الفراغات الخطية (فراغات باناخ) لها قيمة كبيرة في الرياضيات المعاصرة 
له كثير من النتائج التي دخلت كتباً كثيرة في التحليل الدالي» كما أن له دراسات عدة 


في المعادلات التفاضلية العادية ونظرية الدوال المركبة. 


حصل على جائزة أكاديمية العلوم البولونية عام 1939 كما اختير عضواً في أكادمية 


العلوم الأوكرانية عام 1940. 


5 -البوزجاني محمد بن محمد بن يحيى (998-941): 
ولد في بوزجان وتوفي في بغداد . كتب أبو الوفا البوزجاني في علم الجبر وزاد على 
أبحاث الخوارزمي زيادة أثرت في علم الجبر والهندسة والعلاقة بينهما. أول من عرف 
النسبة المثلثية (الظل). 
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6 -برنولي (عائلة برنولي) 861:2011131: 
عائلة سويسرية بدأت شهرتها من العالم الرياضي المعروف يعقوب برنولي (توفي 
3) وحفيده يعقوب برنولي ( 1634-1598) ثم يعقوب برنولي الثاني ( 1654- 
5) وهو الذي ولد في مدينة بازل ودرس اللاهوت حسب رغبة والدهء وعمل بعدها 
في مجال الرياضيات ومحاضراً بعدها في علم الفيزياء التجريبية وفي عام 1687 


أصبح أستاذاً في الرياضيات في جامعة بازل . 


أهم أعماله كانت في مجال المتناهيات في الصفر والسلاسل وحساب التفاضل ونظرية 
الاحتمال» تعرف على ليبتنز وعمل معه في مجال الحسابات التفاضلية واكتشف كثيراً 
من المنحنيات الشهيرة نذكر منها الحلزون اللغارتمي والليمنسكات (المنحني البيضوي) 
وغيرها كما أنه عرّف مساحة المثلث الكرويء ويعد كتابه في الحسابات التقريبية وفي 
مجال نظرية السلاسل غير المنتهية أول مرجع في ذلك المجال له أعمال أخرى في 
مجال الفيزياء والحساب والجبر والهندسة بفضله حصلت نظرية الاحتمالات على قيمة 
تطبيقية كبيرة من بين طلابه العالم الكبير أويلر » وأخوه ليفون برنولي ( 1667- 
8) الذي ولد في بلدة بازل أيضاً وأصبح أستاذاً في جامعتها عام 1695 وفي 
جامعة هولندا بعدها وعضواً في أكادمية العلوم الروسية في بطرس بورغ عام 1705 
(لينينغراد حالياً) تابع عمله (بتوجيه من أخيه يعقوب) في مجال الرياضيات والطب 
أيضاً . من طلابه العالم المشهور أوتال » درس في جامعة باريس وحصل هناك على 
نتائج عظيمة في حسابات التكامل والتفاضل مع العالم ليبتنز وطور نظرية التوابع 
الأسية وطرق إزالة عدم التعين المعروفة باسم نظرية أوبيتال وأوجد طرق مكاملة 
التوابع الكسرية العادية وحساب المساحات وأطوال الأقواس المستوية بطريقة التكامل . 


تابع حفيده نيقولاي برنولي ( 1759-1687) أعمال أجداده وعمل أستاذاً في جامعة 
مدينة باوي وبعدها أستاذاً للمنطق في جامعة بازل. عمل في نظرية الاحتمال وحساب 


التكامل وفي عام 1713 وضع مسألة عرفت بعدها باسم مسألة بطرس بورغ» وعرفت 
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أعماله في مجال عدم اعتماد المشتق (بعض الحالات) الجزئية على الترتيب وحل 
معادلة ريكاتي في المعادلات التفاضلية. 


بعد ذلك عمل حفيد ليفون برنولي وهو نيقولاي برنولي ١‏ 1726-1795) في مجال 
الحالات الخاصة لمعادلة ريكاتي وطبق طرق المكاملة بالعوامل التكاملية الموجبة في 
حل المعادلات التفاضلية من المرتبة الأولى المعروفة باسم معادلة أويلروكليرو وكان 


عضواً في أكاديمية علوم بطرس بورغ وأستاذاً في جامعة بازل. 


دانيل ليفون برنولي (1782-1700) أحد عظماء الرياضيات والفيزياء ولد في هولندا. 
عمل تحت توجيه أبيه وأخيه نقولاي وأنهى دراسته في جامعة بازل عام 1716 ودرس 


بعدها الطب والقيزيولوجيا ثم عمل في أكادمية علوم بطرس بورغ وكان عضواً فيها . 


تنسب له أعمال كثيرة في مجال الجبر والمعادلات التفاضلية العادية وفي نظرية 
الاحتمال والسلاسل غير المنتهية كما نسب له تعريف العدد »© وفق نهاية المقدار 
و1 3 
111111-39 
٠ 4‏ 
اختيرت أعماله كأحسن الأعمال (عشر مرات) في الرياضيات والفيزياء في أكاديمية 


العلوم' البّاريسية. 


7 -برنشتاين (سرجي) (12)1968-1880ع]كطناء8 50181 : 
رياضي سوفيتي عضو في أكاديمية العلوم السوفيتتية منذ عام 1929 ولد في أوديسا 
وأنهى دراسته فيها وفي. 1899. درس في معهد البوليتكنيك في باريس وحصل على 
شهادة الدكتوراة عام 1904 من باريس وأصبح أستاذاً عام 1907 ثم حصل على 
شهادة الدكتوراة الثانية عام 1914 من مدينة خاركوف وقام بتدريس الرياضيات في 


جامعة مدينة خاركوف عام 1933- 1941 . 
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أهم أعماله كانت في نظرية المعادلات التفاضلية ونظرية تقريب توابع كثيرات الحدود 
ونظرية الاحتمالات. 


8 حبول (جورج 1815 -1864) 850016 660186: 
رياضي انكليزي مؤسس علم المنطق الرياضي ولد في مدينة لينكولن (في إيرلندا) بعد 
أن أنهى الدراسة وعين مباشرةً مدرساً في مدارس لندن درس بعدها بصورة مستقلة 
الرياضيات العالية باللغات الأوربية (اللاتينية واليونانية عرفهما وهو في المرحلة 


الثانوية) . 


اختير بعدها استاذاً في جامعة كورك في إيرلندا (عام 1949) لكن عمله الرئيسي هذا 
لم يثنه عن نشر أعماله في الجمعية الملكية العلمية البريطانية وبسبب ذلك منح 
ميدالية هذه الجمعية . 
عمل بول في مجال نظرية الاحتمال والمنطق الرياضي أما أعماله الرئيسية فكانت في 
وضع أسس علم الجبر المنطق الذي عرف بعدها بجبر بول والذي كان له تطبيقاته 
الهامة في التكنولوجيا وبخاصة في الأبحاث النظرية التي عرفت بعدها باسم نظرية 
الدارات المنطقية. 
وكما هو معلوم أيضاً (في نظرية الطبولوجيا العامة) وفراغ بول من تطبيقات كثيرة. 

9 -تايلور (بروك 1731-1685) 1231013 : 
رياضي وفيلسوف انكليزي عضو الجمعية الملكية البريطانية وأمين سرها بحث في 


اطقة_نشر الدوالك 
أوجد عام 1751 طريقة نشر الدوال وفق سلسلة قوى صحيحة المعروفة الأن باسمه. 


0-جوردان (ادمو ماري كاميليا 1922-1838) 01037ل: 
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عالم رياضي فرنسي ولد في مدينة ليون أنهى دراسته في مدرسة البوليتكنيك وعمل 
فيها . 
أصدر مجلة الرياضيات الفرنسية مَنَ عام ( 1922-1885) وهو عضو في أكاديمية 


العلوم الروسية منذ عام 1885 (في لينينغراد). 


أهم أعماله في الجبر ونظرية الأعداد ونظرية الدوال والهندسة والطبولوجيا والمعادلات 
التفاضلية »يرتبط باسمه كثير من النظريات »؛ وضع مفهوم التغيرات المحدودة للدوال. 


1- جيكالكين (ايفان ايفانوفيتش 1947-1869): 


وحصل على شهادة الدكتوراه في العلوم الرياضية والفيزيائية عام 2 وعين 
أستاذاً في الجامعة عام 1911 هجر الجامعة بسبب الاضطهاد القيصري له وعاد 


إليها عام 1917 وعمل فيها حتى نهاية حياته. 
أسس أول حلقة بحث في الاتحاد السوفيتي للمنطق الرياضي وقاد هذه الحلقة حتى 
وفاته وشاركه في هذه الحلقة العلماء نوفيكوف وليابونوف وكالماغورف الشهيرون. 


أهم أعماله كانت في مجال المنطق الرياضي ونظرية الدوال ذات المتغيرات 
ل #يدر 


0 


ينسب إليه في مجال المنطق الرياضي بناء جبر المنطق حسب القياس ( 2 
(الأساس الرياضي لبناء الآلات الحاسبة) وكذلك لديه كثير من الأعمال في مجال 


جب القضايا ونظرية الخوارزميات. 


2- الخيام (عمر بن ابراهيم 1131-1048): 
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لقب بالخيام لعمله بصناعة الخيامة لم يكن عالماً رياضياً فحسب بل كان فيلسوفاً 
وشاعراً وفلكياً . 
من أعماله في الجبر مقالات في حل معادلات الدرجات الأولى والثانية والثالثة له 
مقالة في طرق استخراج الجذر النوني لعدد. 

3- دلامبير (جان لينارد 1717 - 36)1783 طدمع51 '0 1020 1 سدعل : 
رياضي وميكانيكي وفيلسوف فرنسي عضو في أكاديمية العلوم الباريسية منذ عام 
1 وعضو في أكاديمية العلوم الروسية منذ عام 1764 وعضو في أكاديميات 
أخرى. 
وأظهر منذ طفولته الأولى ذكاءً بارعاً وقوة ملاحظة خارقة حصل على تعليم عالٍ 
رائع ودرس الحقوق وأصبح محامياً. لفت نظره علم الطب والعلوم الطبيعية الأخرى 
فدرسها وعمل فيها منذ عام 1739 وحتى عام 1740 قدم لأكاديمية العلوم الفرنسية 


عمليّق هامين في حركة كسم الصلب وديناًك لكية|السوائل وساب التكامل . 


4- ديكارت (رينيه 1650-1596) (اسمه اللاتيني كاريتزي) 19626 ,106502325 : 


فيلسوف رياضي فرنسي وفيزيائي وفيزيولوجي له مؤلفات عدة في الفلسفة نذكر منها 
طريقة قيادة الذكاء » مناقشة حول المنهجية » تحقيقاً حول الفلسفة الأولى » بداية 
الفلسفة وغيرها. 
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إن أبحاث ديكارت الرياضية مرتبطة جداً بأبحاثه الفلسفية والفيزياتية فلقد كتب كتابه 
الهندسة عام 1637 وفيه تحدث عن مفهوم المتغيرات والدوال ولقد كان مفهوم 
المتغير عند ديكارت مشابهاً لمفهوم الفترة (المجال) متغيرة الطول وذات الاتجاه 
الثابت. 


إن جبر ديكارت يختلف عن جبر العالم بيت في أن جبر الأول يحوي دوماً عنصر 
الفترة الخطية (المجال الخطي) والعمليات عليها والتي تقود إلى الفترات الخطية 
نفسها مرة ثانية. 

هذه المجالات التي تكافئ العمليات عليها محور الأعداد الحقيقية وعلى شكل آخر 
فإن العدد الحقيقي عند ديكارت ما هو إلا نسبة طول الفترة ما إلى الوحدة » مثل 
هذا التعريف قاله نيوتن أيضاً وحصل على الأعداد الحقيقية السالبة بتغير اتجاه 
الفترات . 

ولقد برهن ديكارت أيضاً على حل معادلات الدرجة الثالثة في الحالات الخاصة. 
وأهم أعماله التحليلية كان اختراعه لجملة الاحداثيات المتعامدة (الكاريتذية نسبة 
لاسمه اللاتيني) كما أنه لاحظ أن درجة معادلة منحن لا تتعلق باختيار الجملة 


الإحداثية . 


واعتماداً على اتجاهاته العلمية الرياضية تطورت بعده وعلى مدى 50 عاماً 
الهندسة التحليلية وعلم الجبل . 
من اكتشافاته الأخرى طريقة حساب مساحة السيكلوئيد وبناء مماساته درسها 


ومعرفته لخواص الحلزون اللغارتمي وعلاقة عدد رؤوس كثير وجوه مع عدد 


أكبلا عن + 
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5- رول (ميشيل 1715-1652): 


رياضي فرنسي عضو أكاديمية العلوم الباريسية منذ عام 1985 عمل فيها حتى 
نهاية حياته. 


تعرف باسم رول طرق إيجاد النهايات الحدية العليا والدنيا للجذور الحقيقية لمعادلة 
(معادلات) الككزية.وقفلك لتقت حل الأشداد 75 الحظية بمجهولين ذائ#اللجذور 
الصحيحة انتقد أبحاث ديكارت وليبتز بصورة حدسية مما ساعد ليتنز على براهينه 


ولفت نظره إلى ضرورة الاعتماد بشكل أكبر على التحليل الرياضي. 


6- ريمان (جورج فردريك برنار 1866-1826) تاعتعل1:216 0128 ,سسمسعت1 
لنتقطدصمءظ8: 


رياضي ألماني دكتور في الرياضيات وأستاذ لها في جامعة برلين منذ عام 1851 
درس على يد علماء شهيرين أمثال أويلر وليجاندره وديرخلي وياكوبي وشتيز 
وتوطدت صداقة حميمة بينه وبين ديرخلي وظهرت نتائجها في المجال الرياضي 
ودافع عن أطروحة الدكتوراه في موضوع الدوال المركبة ذات المتحول الواحد وقدم 
بعدها بحثين للجامعة أولهما عن إمكان التعبير عن الدوال بوساطة سلاسل مثلثية 
الرياضيات (1) م - 34 والثاني عن الفرضيات الأساسية في الهندسة الأولية . 


اعون مكو ييه ذا ند #ابلو جزية الللريي لجات ليلكبييدب حيزي ارال 
والطرة#الريا د ه031 ينا يف إن :"اولان سام لظ رلوجيا لك 
باسمه 8 تسمية سطوح ريمان ال لشهيرة ومذ منحنياتها 0 


7- سيلفستر (جيمس جوزيف 53:19656612)1897-1814 1م1056 2265هآل : 
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رياضي انكليزي أستاذ في جامعة لندن منذ عام 1841 عضو في جمعية الرياضيين 


الملكيين وعضو في أكادمية العلوم الروسية في مدينة بطرس بورغ . 


كان محامياً أيضاً وفي عام 1871 أَصَبح مدرساً في جامعة بالتيمور في الولايات 
المتحدة الأميركية له أكثر من 180 عملا رياضياً أهمها في مجال الجبر ونظرية 
الأعداد ونظرية الاحتمال الكلاسيكية. 


8- الطوسي (شرف الدين من علماء القرن الثالث عشر): 


عاش في دمشق والموصل ينسب إليه اختراع أحد أنواع الاسطرلاب (ججهاز لقياس 
الارتفاعات والحسابات الفلكية) له كتب في الجبر والمقابلة. 


9- الطوسي (نصر الدين 1201 -1274) : 


له مؤلفات في علم المثلثات والجبر والفلك والهندسة له مؤلف اسمه (كتاب الشكل 


القطاع) استفادت منه أوروبا في حساب المثلثات المستوية والكروية. 


أول من استخدم الحالات الست للمثلث الكروي القائم الزاوية. 


0- غاليليو (1564 -21116»0)1642ه© : 


فيزيائي وميكانيكي وفلكي ورياضي إيطالي . أحد مؤسسي العلوم الطبيعية الفيزيائية 


وشاعر لغوي وناقد . 


ولد في مدينة بيزا وكان والده موسيقياً فذاً . 
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عاش غاليليو حتى الحادية عشرة من عمره في بيزا وبعد ذلك انتقل إلى فلارينمو 
وفي السابعة عشرة من عمره وبتوجيه من والده بدأ يدرس الرياضيات عن طريق 
دراسة اقليدس وأرخميدس وغيرهما. عمل ما بين عامي 1592 -1610 في مجال 
الرياضيات والفيزياء وحصل على تسمية الفيلسوف والرياضي الأول عام 1611 
وبعدها ذهب إلى روما وأصبح عضواً في أكاديمية دي لينتسه وفي روما جرت 
المناظرة الرياضية الفلسفية المشهورة حول حركة الأرض وتلقى على أثرها عدة 
تنبيهات من روما وقيادتها الدينية وطلب منه إيقاف دراساته وعدم نشر نتائجها. 

أهم أعماله كانت في الجبر جيث اعتمد عليها بعد ذلك مشاهير العلماء أمثال 
روفين وآبل في برهان عدم إمكان حل معادلات الدرجة الرابعة بصورة سهلة وفي 


الحالة العامة. 


وضع المفاهيم (بعضها) الأساسية في مجال علم الجبر ونظرية الزمر والزمر 
الجزئية والقاسم الطبيعي المشترك الأعظم مما كان له أثر كبير في تطور نظرية 
الكم في الميكانيك الكمي. 


1- غوص (كارل فريدريك 1777- 1155)1855ة6) اع تسلة2:1 اندهك1 : 


رياضي وفلكي وفيزيائي ألماني ولد في مدينة براونتشيفيغ ظهرت عليه ملامح الذكاء 
منذ طفولته الأولى دافع عام 1799 عن أطروحة الدكتوراه وعين مباشرةً أستاذاً 


مساعداً في جامعة عتين . 
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بعد ذلك حضر دراسة حول الأبحاث الحسابية نشرت عام 1801 وهي دراسة 
تحتوي على نتائج أساسية وجديدة في علم الفلك وحصل على تسمية مدير المعهد 
الفلك والميكانيك على أثرها. 


أعماله كثيزة في مجالات الرياضيات وفروعها المختلفة مثل نظرية الأعداد 


والميكانيك الكلاسيكي وفي الفيزياء والكهرباء والمغناطيسية والجاذبية. 


2- فيرشتراس (كارل فيدور 1897-1815) 15600017 انتهكاة ردعهعادمءاء817آ 
سا 1811 : 


رياضي ألماني ولد في مدينة أوستينيئل لم يحصل على دراسة تخصصية عالية 
درس الحقوق في بون أعجب بالرياضيات فهجر الحقوق وفي عام 1841 وقدم 
امتحاناً ليحصل على لقب أستاذ للرياضيات. تابع دراسته الرياضية ومن الأعمال 
الرياضية الشهيرة التي تنسب إليه برهانه على أن الأعداد المركبة تشكل على حقل 


الأعداد الحقيقية جبراً تبديلياً ذا عنصر حيادي (واحدي) لا يحوي قواسم للصفر. 
3- قره (ثابت سقره 901-836): 


ولد في حران وتوفي في بغداد اشتهر بالرياضيات والفلك واللغات والطب والفلسفة له 


كتاب في الأعداد المتحابة أي الأعداد التي يكون مجموع عواملها متساوياً. 


أوجد حجم الجسم الناتج عن دوران المساحة المحصورة بين القطع المكافئْ ومحوره 


4- كانتور (جورج 66018)1918-1845 ,632401 : 


رياضي ألماني مبدع نظرية المجموعات ولد في مدينة بطرس بورغ (لينينغراد حالياً) 


- 478 - 


أنهى دراسته في جامعة برلين عام 1867» عمل أستاذاً في جامعة غال بين عامي 
2 -1913 عمل كانتور في نظرية المجموعات غير المنتهية ونظرية الأعداد. 
برهن على توافق جميع المجموعات الحقيقية غير المنتهية ووضع مفهوم قدرة 
مجموعة وبين عليه مفهوم عدم تكافؤ مجموعتين وبرهن على وجود مجموعات 
تكافؤ بعض مجموعاتها الجزئية (مجموعات غير منتهية) كما أنه أوجد مفهوم نقاط 
التجمع ونقاط النهاية لمجموعة ما. 


5- كرياوف (الكسندر نيقولا يفيتش 1945-1863): 


رياضي وميكانيكي وعالم ملاحة سوفياتي عضو أكاديمية العلوم السوفييتية منذ عام 
6 . 
درس في معهد الملاحة وأنهى دراسته فيه عام 1884 وجهه في الرياضيات العالم 
الشهير ليوبانيوف وأبدع في مجال التوجيه الملاحي . 
في عام 1890 أنهى دراسته في أكاديمية العلوم البحرية وعمل في مجالات عدة في 
الميكانيك والرياضيات العسكرية منها والمدنية واخترع أجهزة عدة في مجال المدفعية 
وعلم الملاحة والتوجيه الذاتي كما أنه تابع أعمال الميكانيكيين الكلاسيكيين أمثال 
نيوتن وأويلر وأبدع في تلك المجالات أخترع أول آلة حاسبة لإجراء عملية تكامل 
معادلة تفاضلية . 
حاز على جواز الدولة في الاتحاد السوفييتي. 

6- كاديش (موتشيسلاف فاسيليفيتش 1978-1911): 

رياضي سوفييتي في مجال الميكانيك عضو أكاديمية العلوم السوفييتية منذ عام 1946 


وفي عام 1953 أصبح عضواً في رئاسة الأكاديمية ثم نائباً للرئيس وفي عام 1961 


رئيساً للأكاديمية وحتى نهاية حياته. 
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ولد في مدينة ريغا وأنهى دراسته في جامعة موسكو عام 1 وكمل في معهد 
الأبحاث السوفييتي وفي أكاديمية العلوم في مجالات مختلفة منها الميكانيك ونظرية 
الاهتزازات وديناميك الفضاء ونظرية السوائل الثقيلة وبرهن على نظرية جوكوف في 
مجال الغازات كما وضع حلا لمسائل أساسية في التوازن والاستقرار لمسألة ديرخلي 


وينسب إليه الدور القيادي في حل مسائل تقريب الدوال ذات المتحولات المركبة . 


أعماله كثيرة في مجال الطيران وأبحاث الصواريخ عمل مع زميله العالم (عالم الفضاء) 
كريلوف وبنيا معاً مدرسة الفضاء وعلم الصواريخ السوفييتي. 

7- كيبلر (يوهان 011311165)1630-1571ل ,163مع>1 : 
رياضي وفلكي ألماني ولد في مدينة فبلور ستات في ألمانيا وفي عام 1588 أنهى 
دراسته الثانوية ودخل الجامعة حيث درس الرياضيات والفلك وأنهى دراسته فيها عام 
3 وحصل على شهادة الماجستير بعد ذلك بعام درس في الجامعة نفسها وأصدر 
أول كتاب قيم له بعنوان سر العالم » كان مناصراً لنظرية كيبرنيكس في الفلك وبسبب 
اضطهاد المجموعات الدينية له اضطر إلى هجر الجامعة . 
أعماله الكبيرة كانت في مجال الفلك فوضع لذلك جداول كثيرة تحدد مسارات الكواكب 
بقيت جداوله هذه تستعمل أكثر من قرن كما أنه وضع عام 1624 جداول الغارتمية لم 
تكن مشابهة لجداول العالم نيبر » ولقد ساعدت جداوله هذه على تبسيط الحسابات في 
مجال الأعداد الطبيعية والأعداد المكتوبة بالنظام العشري وهو أول من استعمل 
مصطلح الوسط الحسابي. 


عرض كيبلر نظرية النظام الشمسي بدقة وتنبأ بحدوت الحوادث الفلكية الشهيرة من 


8- كالموغورف الكسندر نيقولا يفيتش (1903): 
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عالم روسي رياضي من الطراز الأول عضو أكاديمية العلوم السوفييتية منذ 1939 


وعضو في أكاديميات العلوم الأمريكية والفرنسية والانكليزية الإيطالية والألمانية وغيرها 


أنهى دراسته في جامعة موسكو عام 1925 وفي عام 1930 حصل على درجة أستاذ 
في مجال نظرية الدوال ذات المتحولات الحقيقية له نظريات كثيرة في مجال السلاسل 
المثلثية ونظرية القياس والمفهوم العام للتكامل والنظرية العامة للعمليات على 
المجموعات وفي عام 1956 حصل على النتائج هامة في تمثيل التوابع كثيرة 
المتحولات بوساطة توابع ذات عدد أقل من المتحولات وبخاصة برهن على إمكان 


تمثيل التوابع ذات أربعة متحولات وأكثر بلالة توابع ذات ثلاثة متحولات. 


عام 1957 برهن تلميذه العالم أراوند على مسألة العالم غلبرت الثالثة عشرة ودحض 


إمكان تمثيل تابع ذي ثلاثة متحولات بتوابع ذات متحولين. 


برهن بعدها كالماغورف على إمكان تمثيل تابع المتحولين بوساطة توابع المتحول 
الواحد . 


عمل في كل مجالات الرياضيات وأبدع في كل منها عدا الرياضيات الحسابية فلم ترق 
له » أكثر أعماله كان في مجال نظرية الاحتمال والتحليل التابعي والمنطق الرياضي 


أسس مدرسة رياضية حديثة في الاتحاد السوفييتي وعادها إلى نجاحات مذهلة من بين 


تلاميذه علماء مشهورين نذكر منهام مالتسيف غيدينكا ونيكولسكي وأوليانوف. 


9- كوشي (اغوستين لويس 1789 -1857) 5ننا0.آ صناكدناوناك ,لإطعتته0) : 
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رياضي فرنسي عضواً أكاديمية العلوم الفرنسية منذ عام 1816 وعضو في أكاديمية 


العلوم الروسية منذ عام 1831. 
أنهى دراسته الأولى في مدرسة البوليتكينيك (أعلى المدارس الفرنسية) عام 1807 عمل 
مهندساً مدنياً لفترة ما أهم أعماله كانت في مجال السلاسل والتحليل. الرياضي. له 
مؤلفات كثيرة في مجالات الرياضيات المختلفة وبخاصة في مجال التحليل الرياضي 
والتوابع التحليلية المركبة أهم نتائجه كانت في تمثيل لعدد المركب في المستوى بنقطة 
مما ساعد على حساب التكاملات العقدية والحقيقية المعقدة. 

يصعب اختصار مجمل أعماله في هذه النبذة التاريخية. 

0- الكندي (أبو يوسف يعقوب بن الصباح 801 -867) 5031ك1-[2: 

ولد وتوفي في بغداد أشهر فلاسفة العرب والمسلمين له فضل في الرياضيات والفلك من 
مشاهير أقواله إنك لا تنال الفلسفة إلا بالرياضيات له كتب في الحساب والهندسة 


والفيزياء والفلك. 


1- لاغرانج (جوزيف لويس 1736 -1.283313186)1813 101115 11آمرء05ل : 


رياضي وميكانيكي فرنسي عضو أكاديمية العلوم الفرنسية والألمانية منذ عام 1759 و 
2 على الترتيب وعضو في أكاديمية العلوم الروسية عام 1776 ولد في إيطاليا 


قبل أن ينهي دراسته . 


بدأ أعماله في مجال التحليل الرياضي عام 1703 أسس جمعية الرياضيين في توربن 


وحولها إلى أكاديمية ونشر فيها كل أعماله هو وتلاميذه على مدى عدة عقود. 
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لفتت نظره نظرية انتشار الصوت وكتب مذكرات عن ذلك وحدد بشكل دقيق تفسير هذه 


النظرية. 


2- لوباتشوفسكي (نيقولاي ايفانوفيتس 1792 -1,.052621269516570)1856 : 


رياضي روسي مبدع نظرية الهندسة غير التقليدية ولد في مدينة غوركي (حالياً) دخل 
المدرسة الثانوية في مدينة قازان وعمره 12 سنة ودخل الجامعة عام 1807 وحصل على 
الماجستير عام 1811 ورشح مباشرةً للحصول على درجة أستاذ في الجامعة نفسها ووضع 
كتابه (حول العرض المختصر لبداية علم الهندسة) وفيه عرض موضوع بداية علم 
الهندسة وولد عندها الهندسة اللاقليدية هندسة لوباتشوفسكي وبرهن على صحة أفكارها 


علماء الرياضيات بعد مرور عشرات السنين ساعدت أفكاره هذه على ولادة علوم جديدة. 


3- ماكلورين (كالين 1698 -211312)1746نك1/1: 


رياضي اسكتلندي أستاذ وعضو في الجمعية الملكية الرياضية منذ عام. 1719 كان طالباً 
لنيوتن دخل الجامعة وعمره 12 سنة وفي سن العشرين أصبح رئيساً لقسم الرياضيات في 
جامعة أربير عمل بتوجيه من نيوتن وحصل على نتائج باهرة في دراسة السلاسل ذات 
القوى الصحيحة ووضع طريقة لنشر التوابع بوساطة سلاسل القوى الصحيحة كما أنه 
وضع معياراً لدراسة تقارب السلاسل العددية بوساطة التكامل. 


4- هاملتون (1805 -1865) 012غ016تاته11: 
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ميكانيكي ايرلندي عضو أكاديمية العلوم الايرلندية وأكاديمية بطرس بورغ. 


ولد في مدينة دوبلن استطاع القراءة وعمره ثلاث سنوات وعلم بشكل مقبول الحساب 
والجغرافيا وفي عامه العاشر درس اللغات وفي عامه الثاني عشر عرف اثنتي عشر لغة 
ودرس كتاب بداية الهندسة لإقليدس باللاتينية ودرس نيوتن ولابلاس في عامه السابع عشر 
» وأصبح أستاذاً في الفلك في جامعة دوبلن وعمره لم يتجاوز الثانية والعشرين ثم عين 
مالزايليذه الجامعاكق 


أهم أعماله كانت في مجال الميكانيك والمعادلات التفاضلية . 


فتح أبواباً جديدة في مجال التحليل التابعي حيث معروف لدى الجميع الدور الهام المؤثر 
هاملتون. 


5-كوديريا فتسيف . فاليري باريسوفيتش (0:12505©9)1938نا؟1 : 


.ب. لوبانوف ( 1930 - 2005 ) الذي كان بدوره تلميذ العالم الروسي يا بلونسكي ( 
5 _2004 ). 


في عا 1964[ حكسل على شهادة الماستر في الرياضيات والفيزيأا-من العامة موسكو 
الحكومية ( 1/160 )» 1972 حصل على شهادة كانديدات (0 . /8(). عام 1982 


حصل على شهادة دكتوراه في العلوم في اختصاص رياضيات وفيزياء ثم عين أستاذاً 
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( بروفيسور ) في كلية الرياضيات والميكانيك جامعة موسكو الحكومية. عند افتتاح مخبر 
المسائل النظرية للسيبرنيتك الرياضي عين رئيساً لهذا المخبر. 

عند أحداث قسم النظرية الرياضية للأنظمة الذكية (-1991) تم انتخابه رئيسا لهذا القسم 
وحتى تاريخه 5 

كوديريا فتسيف حاليا © » رئيس تحرير مجلة الأنظمة الذكية ورئيس المجلس الدولي 
للأنظمة الذكية في جامعة موسكوء ومحرر رئيس في مجلة الرياضيات المتقطعة» مجالات 
عمله : 

الرياضيات المتقطعة _ نظرية الأتوماتيك - نظرية التعرف على الأشكال _ نظرية تحليل 
وتركيب النظم _ نظرية المجموعات الغائمة والمنطق الغائم _ معالجة المعلومات انتخب 
عام 2003 رئيسا 3 للمؤتمر الدولي الأتوماتيك في أوتوا كندا. 

له أكثر من 150 عملا علمياً بينهم 30 كتاباً و40 براءة اختراع مسجلة في الولايات 


المتحدة الاميركية واليابان وانكلترا وغيرها من الدول أوروبية. 


درس على يده 120 طالب دكتوراه بينهم مؤلف هذا الكتاب أ 7 عازار معروف الشايب. 
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5 سلاسل فورييه ومسألةالقيم الحدية نيويوركه-1983-باللغة الإنجليزية- - 


32010.51 11ل1لآ.0آ.16-0.1 


6. المعادلات التفاضلية الجزئية للرياضيات التطبيقية-نيويورك1966 -باللغة الإنجليزية- 
-/اااانانا 


8ك 51 17-4781 


7أ.د. عازار الشايب: الرياضيات 1 كليةالهندسة الميكانيكية والكهربائية-جامعة 


دمشق1990. 
علنط 1.11.1532 ,موع 017205 . 18-1.5 
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8. أ.س. غرادشتاين» أ.م. رايزهيك 
.7 للر5تآ-ووع:2 عنسرع وعم 71 5 320 ,561165 ,121681315 01 ع1طة 1" 
مترجم عن الروسية. 
07 .7 162232061 ,201731121 أع لمث .19 
9. أندري د. بوليانيم» أليكساندر ف. مانزيروف 


ع6 137212332ب) - 5062515 320 128126615 101 2625 مطع ]1/13 1ه عأهه0ط20ة1آ1 
.7 لكلل5 تا -للةآ1 


د . محمد موعد 


جامعة دمشق - كلية الآداب 
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حقوق الطبع والترجمة والنشر محفوظة لمديرية الكتب والمطبوعات الجامعية. 
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